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Kapitel 1
Einleitung
Holomorphe Geradenbu¨ndel u¨ber komplexen Mannigfaltigkeiten zu studieren, ist ein zentrales
Feld der algebraischen Geometrie. Insbesondere spielen Positivita¨tseigenschaften der Gera-
denbu¨ndel eine große Rolle, denn damit ko¨nnen wir Ru¨ckschlu¨sse auf die Geometrie der zu-
grundeliegenden Mannigfaltigkeit gewinnen. Besonders interessant ist die Fragestellung, wann
eine Mannigfaltigkeit in gewisse Ra¨ume eingebettet werden kann. Der Satz von Whitney aus
dem Jahr 1936 besagt, dass jede reell-n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, wel-
che das zweite Abza¨hlbarkeitsaxiom erfu¨llt, in den R2n eingebettet werden kann. Nash zeigte
die isometrische Einbettbarkeit von Riemannschen Mannigfaltigkeiten. 1954 bewies er den
C1-Einbettungssatz, 1956 den Ck-Einbettungssatz und 1966 schließlich den reell-analytischen
Fall.
1.1 Kompakte Mannigfaltigkeiten
Fu¨r komplexe Mannigfaltigkeiten gelten die oben genannten Resultate so nicht, da die Be-
dingung der Holomorphie strenger als die Bedingung der Glattheit ist, das heißt, es gibt
wesentlich weniger holomorphe als glatte Schnitte. Zur Einbettung beno¨tigt man aber in ge-
wissem Sinne viele Schnitte, denn diese mu¨ssen je zwei Punkte trennen und in jedem Punkt
richtungstrennend sein.
Komplexe Mannigfaltigkeiten, welche in den CN eingebettet werden ko¨nnen, heißen Stein-
Mannigfaltigkeiten und besitzen eine reichhaltige Funktionentheorie. Es gibt eine zweite große
Klasse von komplexen Mannigfaltigkeiten, na¨mlich diejenigen, die sich in den komplexen
projektiven Raum PN einbetten lassen. Es stellt sich also die Frage, wann sich eine komplexe
Mannigfaltigkeit in den projektiven Raum einbetten la¨ßt und wie diese Einbettung genau
aussieht. Eine solche Einbettung hat nach dem Satz von Chow (1949) na¨mlich zur Konsequenz,
dass die Mannigfaltigkeit eine glatte, projektive Varieta¨t ist, sich also als Nullstellenmenge von
homogenen Polynomen darstellen la¨ßt. Damit ist die Verbindung zur klassischen algebraischen
Geometrie hergestellt. Das klassische Resultat ist der beru¨hmte Einbettungssatz von Kodaira
aus dem Jahr 1954.
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Satz 1.1.1 (Kodaira, [Kod54])
Sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit, welche ein positives Geradenbu¨ndel L be-
sitzt.
Dann existiert ein N ∈ N, so dass X in den projektiven Raum PNC eingebettet werden kann.
Die Einbettungsabbildung wird durch Schnitte eines Vielfachen des Geradenbu¨ndels L defi-
niert, das heißt, es existiert einm ∈ N, so dass die durch eine Basis {λ0, ..., λN} vonH0(X,mL)
bestimmte meromorphe Abbildung Φ|mL| : X ⇀ PNC , x 7→ [λ0(x), ..., λN (x)] eine holomorphe
Einbettung ist. Damit das so ist, muss |mL| also punkte- und richtungstrennend sein. In der
Sprache der Jets heißt das, dass mL die 0-Jets in je zwei Punkten und die 1-Jets in je einem
Punkt erzeugt.
Da man aus dem obigen Satz weiß, dass ein Vielfaches eines positiven Geradenbu¨ndels eine
Einbettung einer kompakten Mannigfaltigkeit liefert, stellt sich die Frage, welche Vielfachheit
mindestens no¨tig ist. Man ist also an effektiven Abscha¨tzungen interessiert, welche nur von der
Dimension der Mannigfaltigkeit abha¨ngen. Fujita bewies 1987 mittels Mori-Theorie folgenden
Satz, der Anlass zu seiner beru¨hmten Vermutung war.
Satz 1.1.2 (Fujita, [Fuj87])
Sei X eine projektive n-dimensionale Mannigfaltigkeit und L ein amples Geradenbu¨ndel auf
X.
Dann gilt:
a) KX + βL nef fu¨r β ≥ n+ 1.
b) KX + βL ample fu¨r β ≥ n+ 2.
Vermutung 1.1.3 (Fujita, [Fuj87])
Sei X eine projektive n-dimensionale Mannigfaltigkeit und L ein amples Geradenbu¨ndel auf
X.
Dann gilt:
a) KX + βL global erzeugt fu¨r β ≥ n+ 1.
b) KX + βL sehr ample fu¨r β ≥ n+ 2.
Seit Reider [Rei88] die Vermutung im Fla¨chenfall bewiesen hat, gab es eine Reihe von Resul-
taten, welche sich in die beiden Teilvermutungen a) und b) aufspalten. Die Vermutung zur
globalen Erzeugung wurde in der Dimension n = 3 von Ein und Lazarsfeld [EL93] und der
Fall n = 4 von Kawamata [Kaw97] bewiesen. In allgemeiner Dimension konnte Heier [Hei02]
die Abscha¨tzung auf O(n
4
3 ) dru¨cken, wobei er vor allem die Techniken von Angehrn und Siu
[AS95] und von Helmke [Hel97, Hel99] nutzt.
Die effektive Einbettung von kompakten Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension durch KX+
βL ist noch unklar. Etwas besser handhabbar wird das Problem, wenn auch Vielfachheiten
des kanonischen Bu¨ndels zugelassen werden. So konnte Demailly in [Dem93] mittels Monge-
Ampe`re-Gleichungen zeigen, dass 2KX + 12nnL sehr ample ist. Weitere Beitra¨ge kommen
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von Kolla´r [Kol93] und Ein, Lazarsfeld und Nakamaye [ELN96], deren Beweise algebraischer
Natur sind. Siu erreicht in [Siu96] die Ordnung O((3e)n). Demailly konnte in [Dem96] den
Beweis von Siu weiter verbessern und erreichte folgenden Satz.
Satz 1.1.4 (Demailly, [Dem94, Dem96])
Sei X eine projektive Mannigfaltigkeit der Dimension n, L ein amples Geradenbu¨ndel. Seien
x1, ..., xp ∈ X und s1, ..., sp ∈ N0.
Dann ist fu¨r β ≥ 2 +∑pj=1 (3n+2sj−1n ) die Abbildung
H0(X, 2KX + βL) −→
p⊕
j=1
O(2KX + βL)xj ⊗OX,xj/msj+1X,xj
surjektiv.
Insbesondere ist fu¨r β ≥ 2 + (3n+1n ) das Geradenbu¨ndel 2KX + βL sehr ample.
1.2 Quasi-projektive Mannigfaltigkeiten
In der vorliegenden Arbeit wollen wir die obigen Fragestellungen bei quasi-projektiven Man-
nigfaltigkeiten untersuchen. Gegeben ist also eine Zariski-offene TeilmengeX einer projektiven
Mannigfaltigkeit X. Es sollen mit Hilfe eines Geradenbu¨ndels L, welches gewissen Positivita¨ts-
bedingungen genu¨gt, Schnitte gefunden werden, die X in den projektiven Raum einbetten.
Dabei sind die Positivita¨tsbedingungen von L nur auf X gefordert, so dass sich auch wirklich
nur X einbetten la¨ßt, nicht aber die Kompaktifizierung X.
Bei der Untersuchung von Modulra¨umen von polarisierten Varieta¨ten konnten Schumacher
und Tsuji 2004 folgenden Satz beweisen.
Satz 1.2.1 (Schumacher und Tsuji, [ST04])
Sei X ein irreduzibler algebraischer Raum mit Kompaktifizierung X und sei L ein Gera-
denbu¨ndel auf X, welches eine singula¨re Metrik h auf L|red(X) besitzt, so dass gilt:
(i) Fu¨r jedes p ∈ X und jede holomorphe Kurve C ⊂ X mit p ∈ C und C ∩ X 6= ∅ ist
Θh|C wohldefiniert und ν(Θh|C , p) = 0.
(ii) Fu¨r jeden glatten, lokal abgeschlossenen Unterraum Z ⊂ X ist der Strom Θh|Z wohl-
definiert und es existiert eine positiv definite C∞ hermitesche Form γZ auf Z, so dass
Θh|Z ≥ γZ .
Dann definiert die Abbildung Φ|mL| : X ⇀ PN eine Einbettung von X fu¨r genu¨gend große m.
Damit ist ein Indiz gegeben, dass (i) und (ii) geeignete Positivita¨tsbedingungen sind, also ein
Analogon zur Ampleness auf kompakten Mannigfaltigkeiten. Die Bedingung (i) kann abge-
schwa¨cht werden, indem wir fu¨r die singula¨re Metrik h das Verschwinden der Lelong-Zahlen
nur auf X und nur analytische Singularita¨ten auf dem Rand fordern.
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Wir beschra¨nken uns in dieser Arbeit auf den glatten Fall. Dabei benutzen wir die u¨blichen
analytischen Methoden, insbesondere die Konstruktion von singula¨ren Metriken mit hohen
Lelong-Zahlen in vorgegebenen isolierten Punkten und Nadels Verschwindungssatz.
Folgende Resultate ko¨nnen wir zeigen. Der erste Hauptsatz liefert die Existenz einer Einbet-
tung durch ein Vielfaches des kanonischen Geradenbu¨ndels KX und ein Vielfaches des Gera-
denbu¨ndels L. Dabei benutzen wir einen einfachen numerischen Trick, um lokale Einbettungen
zu einer globalen Einbettung zusammenzufu¨gen. Daher kommen auch die Vielfachheiten des
kanonischen Bu¨ndels zustande. Dieser Satz ist eine Erweiterung der Techniken von Sommese
[Som75, Som76], der bei der Untersuchung der Periodenabbildung solche Resultate fu¨r glatte
hermitesche Metriken mit L2-Polen am Rand zeigen konnte.
Satz 1.2.2
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X. Sei L ein holomor-
phes Geradenbu¨ndel auf X, welches eine singula¨re Metrik h besitzt mit
(i) Θh ≥ cωX auf X fu¨r ein c ∈ C(X, (0,∞)),
(ii) ν(h, x) = 0 fu¨r alle x ∈ X.
Dann existieren natu¨rliche Zahlen α und β, so dass X durch Schnitte aus H0(X,α(KX+βL))
in den projektiven Raum eingebettet wird.
Falls ein Geradenbu¨ndel L wie im obigen Satz eine singula¨re Metrik mit den Bedingungen (i)
und (ii) besitzt, so nennen wir das Geradenbu¨ndel singula¨r-positiv modulo Rand.
Der zweite Hauptsatz gibt effektive Resultate, welche in der geschilderten Situation von sin-
gula¨r-positiven Geradenbu¨ndeln modulo Rand auf quasi-projektiven Mannigfaltigkeiten die
ersten effektiven u¨berhaupt sind. Dabei benutzen wir eine doppelte Induktion zur Konstruk-
tion der beno¨tigten singula¨ren Metriken, welche Demailly zum Beweis des oben genannten
Satzes im kompakten Fall entwickelt hat.
Satz 1.2.3
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X. Sei L ein holomor-
phes Geradenbu¨ndel auf X, welches eine singula¨re Metrik h besitzt mit
(i) Θh ≥ cωX auf X fu¨r ein c ∈ C(X, (0,∞)),
(ii) ν(h, x) = 0 fu¨r alle x ∈ X.
Seien weiterhin x1, ..., xp ∈ X, s1, ..., sp ∈ N0 und β ≥ 2 +
∑p
j=1
(
3n+2sj−1
n
)
.
Dann erzeugt H0(X, 2KX + βL) die sj-Jets in den Punkten x1, ..., xp.
Als Anwendung bekommen wir effektive Resultate zur Basispunktfreiheit und Einbettung.
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Korollar 1.2.4
Seien X ⊂ X und L wie im vorherigen Satz gegeben.
Dann gilt:
a) H0(X, 2KX + βL) ist global erzeugt modulo Rand fu¨r β ≥ 2 +
(
3n−1
n
)
,
b) H0(X, 2KX + βL) ist sehr ample modulo Rand fu¨r β ≥ 2 +
(
3n+1
n
)
.
1.3 Aufbau der vorliegenden Arbeit
In Kapitel 2 werden kurz einige analytische Hilfsmittel vorgestellt, die fu¨r das weitere Vorge-
hen essentiell sind. So fu¨hren wir Lelong-Zahlen als analytisches Analogon zur algebraischen
Multiplizita¨t ein. Weiterhin definieren wir Multiplikatoridealgarben und beschreiben den Zu-
sammenhang zwischen der Existenz geeigneter Metriken und den klassischen algebraischen
Positivita¨tseigenschaften. Die explizite Konstruktion von geeigneten singula¨ren Metriken aus
holomorphen Schnitten wird das wesentliche Beweiselement der Sa¨tze aus den Kapiteln 5 und
6 sein.
In Kapitel 3 stellen wir den zugrunde liegenden Satz, welcher auf Ho¨rmander zuru¨ckgeht, vor,
auf dem die gesamte L2-Theorie der algebraischen Geometrie beruht. Dieser Satz beschreibt
na¨mlich den Zusammenhang zwischen holomorphen Lo¨sungen einer Differentialgleichung und
L2-Abscha¨tzungen. Genauer gesagt wird durch Quadrat-Integrabilita¨ts-Forderungen die ∂-
Exaktheit von Stro¨men gezeigt, welche wiederum das Verschwinden von entsprechenden ho¨her-
en Kohomologien impliziert (Nadels Verschwindungssatz). Als Konsequenz ergibt sich mit
Hilfe des Satzes von Riemann-Roch die Existenz von holomorphen L2-Schnitten auf einem
adjungierten Vielfachen eines Geradenbu¨ndels.
Kapitel 4 bescha¨ftigt sich mit den verschiedenen Begriffen der Positivita¨t und beschreibt
die Relationen zwischen diesen. Dabei betrachten wir zuerst den klassischen Fall von Ge-
radenbu¨ndeln auf kompakten Mannigfaltigkeiten und definieren dann im zweiten Abschnitt
Analoga auf quasi-projektiven Mannigfaltigkeiten.
In Kapitel 5 verwenden wir nun Ho¨rmanders L2-Abscha¨tzung, um Satz 1.2.2 zu zeigen. Dazu
konstruieren wir genu¨gend viele holomorphe L2-Schnitte auf verschiedenen Vielfachheiten des
adjungierten Geradenbu¨ndels. Wir wenden einen numerischen Trick an, welcher auf Sommese
zuru¨ckgeht, um in diesem nicht-kompakten Fall die Schnitte auf dasselbe Vielfache des ad-
jungierten Geradenbu¨ndels zu bekommen.
In Kapitel 6 ko¨nnen wir nun eine effektive Version des vorherigen Satzes zeigen, na¨mlich Satz
1.2.3. Wir stellen zuerst Demaillys Methoden fu¨r ample Geradenbu¨ndel auf kompakten Man-
nigfaltigkeiten vor und erweitern dann diese, um auch fu¨r singula¨r-positive Geradenbu¨ndel
auf quasi-projektiven Mannigfaltigkeiten vergleichbare Resultate zeigen zu ko¨nnen.
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Kapitel 7 stellt einige einfache Anwendungen der Resultate aus Kapitel 6 vor. Wir betrachten
also spezielle Mannigfaltigkeiten, die schon einer gewissen Positivita¨t genu¨gen, und unter-
suchen die Konsequenzen der gezeigten Sa¨tze fu¨r diese. Außerdem ko¨nnen wir die Positi-
vita¨tsbedingung, welche in der Vielfachheit des Geradenbu¨ndels steckt, auch als Positivita¨t
des Schnittprodukts des Geradenbu¨ndels mit allen Untervarieta¨ten der zugrunde liegenden
Mannigfaltigkeit ausdru¨cken.
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Analytische Methoden
Die folgenden grundlegenden Definitionen und Eigenschaften liefern uns analytische Werkzeu-
ge, welche helfen, Positivita¨t von Geradenbu¨ndeln u¨ber Mannigfaltigkeiten zu beschreiben.
Eine ausfu¨hrliche und gut versta¨ndliche Beschreibung dieser und weiterer analytischer Metho-
den fu¨r die algebraische Geometrie findet man in Demaillys Buch [Dem07] und seinen Lecture
Notes [Dem94], so dass hier viele Beweise u¨bernommen werden.
2.1 Lelong-Zahlen von Stro¨men
Lelong-Zahlen wurden von Lelong [Lel57] fu¨r Stro¨me eingefu¨hrt. Sie sind das analytische
Analogon zur Multiplizita¨t der algebraischen Schreibweise. Besonders wichtig sind die Lelong-
Zahlen fu¨r plurisubharmonische Funktionen ϕ, indem man als Strom Θ = ipi∂∂ϕ setzt, also
die Kru¨mmung der zu ϕ geho¨renden singula¨ren Metrik h = e−2ϕ betrachtet.
Definition 2.1.1
Sei Θ ein geschlossener, positiver Strom der Bidimension (p, p) auf einer Koordinatenumge-
bung Ω ⊂ Cn. Dann definiert man die Lelong-Zahl von Θ im Punkt x ∈ Ω als
ν(Θ, x) := lim
r→0+
ν(Θ, x, r) := lim
r→0+
σΘ(B(x, r))
pipr2p/p!
,
wobei σΘ = Θ ∧ 1p!(pi ipi∂∂|z|2)p die Fla¨che von Θ in der Kugel B(x, r) bestimmt.
Sei weiterhin Ec(Θ) := {x ∈ X | ν(Θ, x) ≥ c} die Niveaumenge von Θ zum Niveau c ∈ [0,∞].
Die folgenden Sa¨tze von Lelong, Thie und Siu dru¨cken wichtige Aspekte der Lelong-Zahlen
aus.
Satz 2.1.2 (Lelong, [Lel57])
a) Sei Θ ein positiver Strom. Dann ist r 7→ ν(Θ, x, r) eine nichtnegative wachsende Funk-
tion, insbesondere existiert der Grenzwert fu¨r r → 0+.
b) Ist Θ = ipi∂∂ϕ der zu einer plurisubharmonischen Funktion ϕ geho¨rende (1, 1)-Strom,
dann ist
ν(Θ, x) = sup {γ ≥ 0 | ϕ(z) ≤ γ log |z − x|+O(1)}.
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Ist ϕ = log |f | fu¨r ein f ∈ H0(X,OX) und Θ = ipi∂∂ϕ = [Zf ], dann gilt
ν([Zf ], x) = ordx(f) = max{m ∈ N | Dαf(x) = 0, |α| < m}.
Ist h = e−2ϕ eine singula¨re Metrik fu¨r eine plurisubharmonische Funktion ϕ, dann schreiben
wir auch ν(h, x) := ν(ϕ, x) := ν( ipi∂∂ϕ, x). Außerdem folgt aus dem obigen Satz, dass
ν(ϕ, x) = lim inf
z→x
ϕ(z)
log |z − x| .
Satz 2.1.3 (Thie, [Thi67])
Sei A eine analytische Untervarieta¨t von X. Dann stimmt die Lelong-Zahl ν([A], x) des Inte-
grationscurrent [A] mit der Multiplizita¨t von A in x u¨berein.
Satz 2.1.4 (Siu, [Siu74])
Sei Θ ein geschlossener, positiver Strom der Bidimension (p, p) auf einer komplexen Mannig-
faltigkeit X.
Dann gilt:
a) Die Lelong-Zahl ν(Θ, x) ist invariant unter holomorphem Koordinatenwechsel.
b) Die Menge Ec(Θ) ist eine abgeschlossene analytische Teilmenge von X, deren Dimension
kleiner als oder gleich p ist.
Im Allgemeinen lassen sich zwei Stro¨me nicht sinnvoll multiplizieren. Folgende Proposition
sagt jedoch, wann die Multiplikation wohldefiniert ist.
Proposition 2.1.5
Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Sei Θ ein geschlossener, positiver Strom der Bidimen-
sion (p, p) und ϕ eine lokal beschra¨nkte, plurisubharmonische Funktion auf X.
Dann ist das Dachprodukt ipi∂∂ϕ ∧Θ wieder ein geschlossener, positiver Strom.
Beweis:
Das Resultat ist eine lokale Aussage. Wir benutzen die Faltung ϕl = ϕ ∗ ρ1/l mit einem
Gla¨ttungskern, um eine monoton fallende Folge von glatten plurisubharmonischen Funktionen
zu erhalten, welche gegen ϕ konvergiert. Dann ist
i
pi
∂∂(ϕΘ) = lim
l→∞
i
pi
∂∂(ϕlΘ) =
i
pi
∂∂ϕl ∧Θ,
aufgefasst als schwacher Limes von geschlossenen, positiven Stro¨men nach dem Satz von
Beppo Levi. 
Allgemeiner kann das Dachprodukt ipi∂∂ϕ1 ∧ ... ipi∂∂ϕm ∧ Θ fu¨r ϕ1, ..., ϕm lokal beschra¨nkte
plurisubharmonische Funktionen induktiv definiert werden. Wir bezeichnen mit ||Θ||K =∫
K
∑
I,J |ΘI,J | die Masse eines Stroms Θ auf einer kompakten Menge K.
Wir ko¨nnen, etwas allgemeiner, zulassen, dass die ϕi, i = 1, ...,m Pole besitzen, sofern die
Menge dieser hinreichend klein ist. Dazu beno¨tigen wir die folgende Ungleichung.
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Proposition 2.1.6 (Chern-Levine-Nirenberg-Ungleichung)
Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und seien ϕ1, ..., ϕm lokal beschra¨nkte plurisubharmo-
nische Funktionen. Fu¨r alle kompakten Teilmengen K,L von X mit L ⊂ K◦ existiert eine
Konstante CK,L ≥ 0, so dass∣∣∣∣∣∣∣∣ ipi∂∂ϕ1 ∧ ... ∧ ipi∂∂ϕm ∧Θ
∣∣∣∣∣∣∣∣
L
≤ CK,L‖ϕ1||L∞(K)...||ϕm||L∞(K)||Θ||K .
Beweis:
Es genu¨gt, den Fall m = 1 und ϕ1 = ϕ zu betrachten, der allgemeine Fall folgt dann durch
Induktion.
Es existiert eine U¨berdeckung von L durch eine Familie von offenen Kugeln B′j b Bj ⊂ K.
Sei (p, p) die Bidimension von Θ, β = ipi∂∂|z|2 und χ ∈ C∞c (Bj) mit χ|B′j ≡ 1. Dann gilt∣∣∣∣∣∣∣∣ ipi∂∂ϕ ∧Θ
∣∣∣∣∣∣∣∣
L∩B′j
≤ C
∫
B
′
j
i
pi
∂∂ϕ ∧Θ ∧ βp−1 ≤ C
∫
Bj
χ
i
pi
∂∂ϕ ∧Θ ∧ βp−1.
Da Θ und β geschlossen sind, ergibt sich mit partieller Integration∣∣∣∣∣∣∣∣ ipi∂∂ϕ ∧Θ
∣∣∣∣∣∣∣∣
L∩B′j
≤ C
∫
Bj
ϕΘ ∧ i
pi
∂∂χ ∧ βp−1 ≤ C ′||ϕ||L∞(K)||Θ||K ,
wobei C ′ sich aus dem Produkt von C und einer Schranke fu¨r die Koeffizienten der glatten
Form ipi∂∂χ ∧ βp−1 ergibt.

Proposition 2.1.7
Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Sei Θ ein geschlossener, positiver Strom der Bidimensi-
on (p, p) und ϕ eine plurisubharmonische Funktion auf X, welche auf dem Komplement einer
analytischen Teilmenge von X der Dimension < p lokal beschra¨nkt ist.
Dann ist ipi∂∂ϕ ∧ Θ := liml→∞ ipi∂∂ϕl ∧ Θ, definiert im Sinne der schwachen Topologie von
Stro¨men, fu¨r jede absteigende Folge (ϕl)l∈N von plurisubharmonischen Funktionen, welche
gegen ϕ konvergiert, wohldefiniert.
Beweis:
Ist ϕ lokal beschra¨nkt, dann folgt die Behauptung aus der vorherigen Proposition.
Wir betrachten zuerst den Fall, dass die analytische Menge A, auf der ϕ nicht lokal beschra¨nkt
ist, diskret ist. Da es sich um eine lokale Aussage handelt, du¨rfen wir annehmen, dass X =
B(0, R) ⊂ Cn und A = {0}. Fu¨r jedes s ≤ 0 ist ϕ≥s := max(ϕ, s) lokal beschra¨nkt auf X,
also ist Θ ∧ ipi∂∂ϕ≥s wohldefiniert. Fu¨r große |s| unterscheiden sich ϕ≥s und ϕ nur auf einer
kleinen Umgebung des Ursprungs. Sei γ eine (p−1, p−1)-Form mit konstanten Koeffizienten,
s(r) := lim inf |z|→r−0 ϕ(z) und I(s) :=
∫
B(0,r)
i
pi∂∂ϕ
≥s∧Θ∧γ. Da in der Differenz I(s)− I(s′)
nur ein Strom mit kompaktem Tra¨ger in B(0, r) auftaucht, ha¨ngt I(s) nach dem Satz von
Stokes nicht von s ab, sofern s < s(r).
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Setzen wir γ = ( ipi∂∂|z|2)p−1, dann hat der Strom ipi∂∂ϕ ∧Θ endliche Masse auf B(0, r)\{0},
und man kann 〈1{0}( ipi∂∂ϕ ∧ Θ), γ〉 als Limes von I(s) fu¨r r → 0 mit s < s(r) definieren.
Damit ist die Konvergenz auf den Fall der lokalen Beschra¨nktheit zuru¨ckgefu¨hrt.
Betrachten wir nun den Fall, dass 0 < dimA < p. Wir fu¨hren den Fall mittels ”slicing“-Theorie
und der Chern-Levine-Nirenberg-Ungleichung auf den diskreten Fall zuru¨ck. Sei q = p−1 und
seien (z1, ..., zn) Koordinaten, so dass 0 ein isolierter Punkt von A ∩ ({0} × Cn−q) ist. Dann
existieren Kugeln B′ = B(0, r′) ⊂ Cq und B′′ = B(0, r′′) ⊂ Cn−q, so dass A∩ (B′×∂B′′) = ∅
und die Projektion pi : Cn → Cq eine endliche eigentliche Abbildung A∩ (B′×B′′)→ B′ defi-
niert. Wir nehmen genu¨gend viele Projektionen pim zu den Koordinatensystemen (zm1 , ..., z
m
n ),
so dass die Familie der (q, q)-Formen idzm1 ∧ dzm1 ∧ ...∧ idzmq ∧ dzmq eine Basis des Raums der
(q, q)-Formen bildet.
Wir ko¨nnen also Folgendes definieren:∫
B′×B′′
i
pi
∂∂ϕ ∧Θ ∧ f(z′, z′′)idz1 ∧ dz1 ∧ ... ∧ idzq ∧ dzq =
∫
B′
(∫
B′′
f(z′, ·) i
pi
∂∂ϕ(z′, ·) ∧Θ(z′, ·)
)
idz1 ∧ dz1 ∧ ... ∧ idzq ∧ dzq,
wobei f eine Testfunktion mit kompaktem Tra¨ger in B′ × B′′ und Θ(z′, ·) das Segment von
Θ auf der Faser {z′} × B′′ der Projektion pi : Cn → Cq ist. Jedes innere Integral ∫B′′ ist
wohldefiniert, da das Segment ({z′} ×B′′) ∩A diskret ist.
Wir wollen nun zeigen, dass das Doppelintegral konvergiert. ϕ ist auf jedem kompakten Zy-
linder
Kδ, = B
(
(1− δ)r′)× (B(r′′)\B((1− )r′′)) ,
welcher disjunkt von A ist, beschra¨nkt. Seien  < δ < 1 so gewa¨hlt, dass
Supp(f) ⊂ B ((1− δ)r′)×B ((1− )r′′) .
Fu¨r jedes z′ ∈ B((1 − δ)r′) zeigt der Beweis der Chern-Levine-Nirenberg-Ungleichung mit
χ(z′′)|B((1−)r′′) ≡ 1 und Supp(χ) ⊂ B((1− 2)r′′), dass∫
B((1−)r′′)
i
pi
∂∂ϕ(z′, ·) ∧Θ(z′, ·) ≤ C||ϕ||L∞(Kδ,)
∫
z′′∈B((1− 
2
)r′′)
Θ(z′, z′′) ∧ i
pi
∂∂|z′′|2.
Damit konvergiert also das Doppelintegral.
Nun ersetzen wir ϕ durch ϕν und ko¨nnen den Satz von Lebesgue anwenden, da die Chern-
Levine-Nirenberg-Ungleichung eine Schranke fu¨r alle ϕν liefert.

Die Lelong-Zahl des Dachprodukts der beiden Stro¨me verha¨lt sich folgendermaßen.
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Proposition 2.1.8
Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Sei Θ ein geschlossener, positiver Strom der Bidimensi-
on (p, p) und ϕ eine plurisubharmonische Funktion auf X, welche auf dem Komplement einer
analytischen Teilmenge von X der Dimension echt kleiner als p lokal beschra¨nkt ist.
Dann gilt fu¨r alle x ∈ X
ν
(
i
pi
∂∂ϕ ∧Θ, x
)
≥ ν(ϕ, x)ν(Θ, x).
Beweis:
Sei ohne Einschra¨nkung X = B(0, r) und x = 0. Nach Definition ist
ν
(
i
pi
∂∂ϕ ∧Θ, x
)
= lim
r→0
∫
|z|≤r
i
pi
∂∂ϕ ∧Θ ∧ ( i
pi
∂∂ log |z|)p−1.
Sei γ = ν(ϕ, x) und ϕν(z) = max(ϕ(z), (γ − ) log |z| − ν) mit 0 <  < γ.
Dann ist ϕν monoton fallend gegen ϕ, und wegen der schwachen Konvergenz von ipi∂∂ϕν ∧Θ
gilt ∫
|z|≤r
i
pi
∂∂ϕ ∧Θ ∧
(
i
pi
∂∂ log |z|
)p−1
≥ lim sup
ν→∞
∫
|z|≤r
i
pi
∂∂ϕν ∧Θ ∧
(
i
pi
∂∂ log |z|
)p−1
.
Da ( ipi∂∂ log |z|)p−1 auf B(0, r) nicht glatt ist, ersetzen wir log |z| durch χ(log |z|/r) mit einer
glatten konvexen Funktion χ, so dass χ(t) = t fu¨r alle t ≥ −1 und χ(t) = 0 fu¨r t ≤ −2. Das
Integral vera¨ndert sich dadurch nicht.
Nun ist ϕ(z) ≤ γ log |z|+ C in der Na¨he von 0, also stimmt ϕν(z) mit (γ − ) log |z| − ν auf
einer Kugel B(0, rν) ⊂ B(0, r) u¨berein. Damit erhalten wir∫
|z|≤r
i
pi
∂∂ϕν ∧Θ ∧
(
i
pi
∂∂ log |z|
)p−1
≥ (γ − )
∫
|z|≤rν
Θ ∧
(
i
pi
∂∂ log |z|
)p
≤ (γ − )ν(Θ, x).
Da r ∈ (0, R) und  ∈ (0, γ) beliebig sind, folgt die Behauptung.

Die Zerlegungsformel von Siu beschreibt den Zusammenhang zwischen den Niveaumengen
Ec(Θ) der Lelong-Zahlen und dem Strom Θ selbst.
Satz 2.1.9 (Siu, [Siu74])
Sei Θ ein geschlossener, positiver Strom der Bidimension (p, p).
Dann existieren irreduzible analytische Mengen Zk der Dimension p, Koeffizienten λk und ein
Strom R mit dimEc(R) < p fu¨r alle c > 0, so dass
Θ =
∞∑
k=1
λk[Zk] +R.
Die Zerlegung ist lokal und global eindeutig: Die Mengen Zk sind die p-dimensionalen Kom-
ponenten in den Niveaumengen Ec(Θ) und λk = minx∈Zk ν(Θ, x).
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2.2 Multiplikatoridealgarben
Nadel hat urspru¨nglich die Multiplikatoridealgarben fu¨r die Existenz von Ka¨hler-Einstein-
Metriken auf Fano-Mannigfaltigkeiten entwickelt. Er betrachtet dazu eine Folge von sin-
gula¨ren Metriken, und fu¨r die Elemente aus der Garbe muss das Supremum der L2-Integrale
beschra¨nkt sein. Uns genu¨gt hier die Multiplikatoridealgarbe einer singula¨ren Metrik.
Definition 2.2.1
Sei ϕ eine plurisubharmonische Funktion auf einer offenen Menge Ω ⊂ X. Dann ist I(ϕ) ⊂ OΩ
die Idealgarbe von Keimen von holomorphen Funktionen f ∈ OΩ,x, so dass |f |2e−2ϕ integrabel
bezu¨glich des Lebesgue-Maßes in einer Koordinatenumgebung um x ist.
Ist h eine singula¨re Metrik auf einem Geradenbu¨ndel L mit lokaler Darstellung h = e−2ϕ,
dann schreiben wir auch I(h) anstelle von I(ϕ) wie schon bei den Lelong-Zahlen.
Die Varieta¨t V (I(ϕ)) ⊂ X besteht nun aus den Punkten, in denen e−2ϕ nicht lokal integrabel
ist. In diesen Punkten muss ϕ logarithmische Pole haben, mit anderen Worten hat die zu-
geho¨rige singula¨re Metrik in diesen Punkten eine Lelong-Zahl gro¨ßer gleich eins. Der folgende
Satz von Skoda pra¨zisiert diese Aussage.
Satz 2.2.2
Sei ϕ eine plurisubharmonische Funktion auf einer offenen Menge Ω ⊂ Cn. Sei x ∈ Ω.
a) Ist ν(ϕ, x) < 1, dann ist e−2ϕ in einer Umgebung von x integrabel. Insbesondere gilt
dann I(ϕ)x = OΩ,x.
b) Ist ν(ϕ, x) ≥ n + s fu¨r ein s ≥ 0, dann ist e−2ϕ ≥ C|z − x|−2n−2s in einer Umgebung
von x und damit I(ϕ)x ⊂ ms+1Ω,x .
c) Es gilt: En(ϕ) ⊂ V (I(ϕ)) ⊂ E1(ϕ).
Beweis:
a) Sei χ eine Abschneidefunktion, deren Tra¨ger in der Kugel B(x, r) liegt und die auf B(x, r2)
identisch 1 ist. Da ( ipi∂∂ log |z|)n = δ0, bekommen wir fu¨r z ∈ B(x, r2):
ϕ(z) =
∫
B(x,r)
χ(w)ϕ(w)
(
i
pi∂∂ log |w − z|
)n
=
∫
B(x,r)
i
pi∂∂(χ(w)ϕ(w)) ∧ log |w − z|
(
i
pi∂∂ log |w − z|
)n−1
.
Da dχ = 0 auf B(x, r2), ergibt sich
ϕ(z) =
∫
B(x,r)
χ(w)Θ(w) ∧ log |w − z|
(
i
pi
∂∂ log |w − z|
)n−1
+ glatte Terme.
Fu¨r genu¨gend kleines r folgt nun mit Θ := ipi∂∂ϕ, dass∫
B(x,r)
χ(w)Θ(w) ∧
(
i
pi
∂∂ log |w − x|
)n−1
≤ ν(Θ, x, r) < 1.
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Aus Stetigkeitsgru¨nden existieren δ,  > 0, so dass
I(z) :=
∫
B(x,r)
χ(w)Θ(w) ∧
(
i
pi
∂∂ log |w − z|
)n−1
≤ 1− δ fu¨r alle z ∈ B(x, ).
Definieren wir dµz(w) := I(z)−1χ(w)Θ(w) ∧ ( ipi∂∂ log |w − z|)n−1, so ist dµz(w) ein Wahr-
scheinlichkeitsmaß. Mit Jensens Ungleichung ergibt sich
−ϕ(z) =
∫
B(x,r)
I(z) log |w − z|−1dµz(w) +O(1) =⇒ e−2ϕ(z) ≤ C
∫
B(x,r)
|w − z|−2I(z)dµz(w).
Mit der Abscha¨tzung
dµz(w) ≤ C1|w − z|−(2n−2)Θ(w) ∧
(
i
pi
∂∂|w|2
)n−1
= C2|w − z|−(2n−2)dσΘ(w)
ergibt sich
e−2ϕ(z) ≤ C3
∫
B(x,r)
|w − z|−2(1−δ)−(2n−2)dσΘ(w),
und mit dem Satz von Fubini ist demnach e−2ϕ(z) in einer Umgebung von x integrabel.
b) Ist ν(ϕ, x) = γ, dann impliziert die Konvexita¨t der Funktion log r 7→ sup|z−x|=r ϕ(z) die
Abscha¨tzung
ϕ(z) ≤ γ log |z − x|
r0
+ sup
y∈B(x,r0)
ϕ(y).
Also existiert eine Konstante C > 0 mit e−2ϕ(z) ≥ C|z−x|−2γ in einer Umgebung von x. Aus
Parsevals Formel ergibt sich∫
B(0,r0)
|∑ aαzα|2
|z|2γ dV (z) = Const
∫ r0
0
(∑
|aα|2r2|α|
)
r2n−1−2γdr.
Falls bγc = n+s, dann konvergiert demnach das Integral genau dann, wenn aα = 0 fu¨r |α| ≤ s.
c) Die Aussage ergibt sich aus a) und b).

Proposition 2.2.3 (Nadel, [Nad90])
Fu¨r jede plurisubharmonische Funktion ϕ auf Ω ⊂ X ist die Garbe I(ϕ) eine koha¨rente
Idealgarbe u¨ber Ω.
Beweis:
Wir du¨rfen ohne Einschra¨nkung annehmen, dass Ω die Einheitskugel in Cn ist. Sei E die
Menge aller bezu¨glich der Metrik e−2ϕ quadratintegrierbarer holomorpher Funktionen f auf
Ω. Nach der starken Noetherschen Eigenschaft fu¨r koha¨rente Garben erzeugt E eine koha¨rente
Garbe J ⊂ OΩ. Es ist J ⊂ I(ϕ).
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Um zu zeigen, dass I(ϕ) ⊂ J , genu¨gt es nach dem Lemma von Krull zu zeigen, dass Jx +
I(ϕ)x ∩ ms+1Ω,x = I(ϕ)x fu¨r jedes s ∈ N. Sei f ∈ I(ϕ)x definiert in einer Umgebung V (x),
und sei ρ eine Abschneide-Funktion mit ρ ≡ 1 in einer Umgebung von x und deren Tra¨ger
in V (x) enthalten ist. Sei ϕ˜(z) := ϕ(z) + (n + s) log |z − x| + |z|2. Nach Ho¨rmanders L2-∂-
Existenzsatz, angewandt auf das triviale Geradenbu¨ndel mit der Metrik e−2ϕ˜, existiert ein u
mit ∂(u) = g := ∂(ρf) und
∫
Ω |u|2e−2ϕ|z − x|−2(n+s)dλ <∞.
Damit ist F = ρf − u holomorph, F ∈ E und fx − Fx = ux ∈ I(ϕ)x ∩ms+1Ω,x .

Proposition 2.2.4
Sei pi : X˜ → X eine Modifikation glatter Mannigfaltigkeiten und ϕ eine plurisubharmonische
Funktion auf X. Dann gilt:
pi∗(O(KX˜)⊗ I(ϕ ◦ pi)) = O(KX)⊗ I(ϕ).
Beweis:
Sei n = dimX = dimX ′ und S ⊂ X die analytische Menge, so dass pi : X ′\S′ → X\S
ein Biholomorphismus ist. O(KX) ⊗ I(ϕ) ist nach Definition die Garbe der holomorphen
n-Formen f auf offenen Mengen Ω ⊂ X, so dass in2f ∧ fe−2ϕ ∈ L1loc(Ω).
Dann gilt: ∫
Ω
in
2
f ∧ fe−2ϕ =
∫
pi−1(Ω)
in
2
pi∗f ∧ pi∗fe−2ϕ◦pi.
Also ist f ∈ Γ(Ω,O(KX)⊗ I(ϕ)) genau dann, wenn pi∗f ∈ Γ(pi−1(Ω),O(KX′)⊗ I(ϕ ◦ pi)).

2.3 Vollsta¨ndige Ka¨hler-Poincare´-Metriken
Vollsta¨ndige Ka¨hler-Metriken sind wichtig, damit die L2-Methoden des folgenden Kapitels
anwendbar sind. Wir ko¨nnen in unserer Situation eine vollsta¨ndige Ka¨hler-Metrik mit Poin-
care´-Wachstum am Rand auf X konstruieren. Die Betrachtung solcher Metriken geht im
Wesentlichen auf Zucker [Zuc79, Zuc82] und Saper [Sap85, Sap92] zuru¨ck.
Definition 2.3.1
Sei X eine komplexe analytische Varieta¨t der Dimension n. X heißt vollsta¨ndige Ka¨hler-
Varieta¨t, falls auf X eine Ka¨hler-Metrik ω existiert, welche eine der folgenden a¨quivalenten
Bedingungen erfu¨llt:
(i) Die zu ω geho¨rende geoda¨tische Distanz δ ist vollsta¨ndig.
(ii) Die durch δ definierten abgeschlossenen Kugeln sind kompakt.
(iii) Es existiert eine Folge (Kl)l∈N von kompakten Teilmengen vonX, welcheX ausscho¨pfen,
und eine Folge (χl)l∈N von glatten Funktionen mit kompaktem Tra¨ger in X, so dass gilt:
0 ≤ χl ≤ 1, χl|Kl ≡ 1, |dχl| ≤
1
l
.
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Satz 2.3.2 (Demailly, [Dem82])
Sei X eine Ka¨hler-Varieta¨t, Z ⊂ X eine analytische Menge und U ⊂ X eine relativ kompakte
Menge, welche eine vollsta¨ndige Ka¨hler-Metrik ωU besitzt.
Dann ist U\Z eine vollsta¨ndige Ka¨hler-Varieta¨t.
Satz 2.3.3 (Demailly, [Dem82])
Sei X ⊂ X eine Zariski-offene Teilmenge einer kompakten Ka¨hler-Mannigfaltigkeit X.
Dann besitzt X eine vollsta¨ndige Ka¨hler-Metrik.
Die explizite Konstruktion einer Ka¨hler-Form ηX mit Poincare´-Wachstum am Rand als Kom-
bination der Ka¨hler-Form ωX und einem Schnitt von D := X\X ist ausfu¨hrlich in [GM95]
beschrieben. Wir geben hier die fu¨r uns wichtigsten Resultate wieder.
Definition 2.3.4
Zwei Metriken g1, g2 heißen quasi-isometrisch, falls es Konstanten c, C > 0 gibt, so dass
cg1 ≤ g2 ≤ Cg1. Wir schreiben dann g1 ∼ g2. Ebenso definieren wir die A¨quivalenzrelation
fu¨r (1, 1)-Formen und Funktionen.
Es ist klar, dass alle Metriken auf kompakten Mannigfaltigkeiten quasi-isometrisch sind. Sei
∆∗ die punktierte Einheitskreisscheibe in C. Die Poincare´-Metrik auf ∆∗ ist definiert als
η∆∗ := − i2pi∂∂ log(log |z|
2)2.
Definition 2.3.5
Sei X ⊂ X eine Zariski-offene Teilmenge einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit X, so
dass D := X\X normale U¨berkreuzungen hat.
Dann heißt eine Metrik g auf X Poincare´-Metrik, falls sie in einer Umgebung U(p) eines
jeden Punktes p ∈ D mit U(p) ∩X = (∆∗)k ×∆n−k quasi-isometrisch zu dem Produkt von
Poincare´-Metriken auf (∆∗)k und Euklidischen Metriken auf ∆n−k ist.
Definition 2.3.6
Sei X ⊂ X eine Zariski-offene Teilmenge einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit X, so
dass D := X\X normale U¨berkreuzungen hat. Seien p ∈ D ein Punkt, E1, ..., Ek die Kom-
ponenten von D, welche durch p gehen, und (z1, ..., zn) lokale Koordinaten einer Umgebung
U(p), so dass keine anderen Komponenten von D den Abschluss U(p) schneiden.
Die Koordinaten (z1, ..., zn) heißen normale Koordinaten fu¨r E1, ..., Ek, falls Ei lokal durch
die Gleichung zi = 0 gegeben ist.
Die Fundamentalform ηX einer Poincare´-Metrik auf X kann lokal in normalen Koordinaten
beschrieben werden als
ηX ∼ i
pi
(
k∑
i=1
dzi ∧ dzi
|zi|2(log |zi|2)2 +
n∑
i=k+1
dzi ∧ dzi
)
.
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Definition 2.3.7
Sei X ⊂ X eine Zariski-offene Teilmenge einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit X, so
dass D := X\X normale U¨berkreuzungen hat.
a) Wir nennen eine Metrik ηX auf X eine modifizierte Poincare´-Metrik, falls
ηX ∼
m∑
i=1
τ∗i η∆∗ +
i
pi
n∑
i=1
dzi ∧ dzi.
Dabei ist τi : (∆∗)k ×∆n−k → ∆∗, (z1, ..., zn) 7→ zλi11 zλi22 ...zλikk , so dass λij ∈ N0 und in
jeder Spalte und Zeile von (λij)ij mindestens ein positiver Wert ist.
b) Wir nennen eine modifizierte Poincare´-Metrik homogen, falls ihre Fundamentalform
lokal in normalen Koordinaten geschrieben werden kann als
ηX,hom ∼ i
pi
(
1
(log |z1z2...zk|2)2
k∑
i=1
dzi ∧ dzi
|zi|2 +
n∑
i=1
dzi ∧ dzi
)
.
Da die Poincare´-Metrik auf ∆∗ vollsta¨ndig ist, ergibt sich sofort Folgendes.
Korollar 2.3.8
Modifizierte Poincare´-Metriken sind vollsta¨ndig.
Abschließend zeigen Grant und Milman, dass eine vollsta¨ndige Ka¨hler-Poincare´-Metrik auf
der Zariski-offenen Teilmenge X ⊂ X existiert. Außerdem konstruieren sie in ihrem Artikel
Saper-Metriken, die eine andere L2-Kohomologie zur Folge haben, welche wir hier aber nicht
beno¨tigen.
Satz 2.3.9 (Grant und Milman, [GM95])
Sei X ⊂ X eine Zariski-offene Teilmenge einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit X,
so dass D := X\X normale U¨berkreuzungen hat. Sei ωX die Fundamentalform einer her-
miteschen Metrik und l1, ..., lr ∈ N. Seien D1, ..., Dm die Komponenten von D. Seien Ei =∑m
j=1 λijDj effektive Divisoren, so dass deren Summe denselben Tra¨ger wie D hat, und si
holomorphe Schnitte mit (si) = Ei.
Dann ist fu¨r genu¨gend großes l ∈ N
ηX := lωX −
i
2pi
r∑
i=1
li∂∂ log(log ||si||2)2
eine modifizierte Poincare´-Metrik auf X.
Außerdem gilt:
a) Ist ωX eine Ka¨hler-Form auf X, dann ist ηX ebenfalls Ka¨hler.
b) Ist r die Anzahl der Komponenten von D und Di = (si), dann ist ηX eine echte Poincare´-
Metrik.
c) Sind alle Eintra¨ge von (λij)ij positiv und sind alle Spalten linear unabha¨ngig, dann ist
ηX eine homogene Poincare´-Metrik.
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Kapitel 3
L2-Techniken
In diesem Kapitel werden L2-Methoden vorgestellt. Die Idee, welche auf Ho¨rmander [Hor65]
zuru¨ckgeht, besteht aus der A¨quivalenz zwischen einer L2-Abscha¨tzung und der Lo¨sung
der ∂-Differentialgleichung. Dazu untersuchen wir den Wertebereich des dicht definierten ∂-
Operators zwischen den Hilbertra¨umen der L-wertigen (n, q)-Stro¨me.
Der Hauptsatz dieses Kapitels besagt, dass ∂-geschlossene Formen mit gewissen Quadrat-
Integrierbarkeitsbedingungen ∂-exakt sind. Als Folgerung ergibt sich damit Nadels Verschwin-
dungssatz und als Korollar daraus Aussagen zur Jet-Erzeugung, welche fu¨r die Hauptsa¨tze
essentiell sind.
Satz 3.0.1
Sei (X,ωX) eine Ka¨hler-Mannigfaltigkeit der Dimension n, welche eine vollsta¨ndige Ka¨hler-
Metrik besitzt. Sei L ein holomorphes Geradenbu¨ndel auf X, welches eine singula¨re her-
mitesche Metrik h besitzt, so dass eine echt positive, stetige Funktion c auf X existiert mit
Θh ≥ c · ωX . Sei v ein ∂-geschlossener L-wertiger (n, q)-Strom mit
∫
X
||v(p)||2
qc(p) dVω <∞.
Dann existiert ein L-wertiger (n, q − 1)-Strom u mit ∂u = v und∫
X
||u(p)||2dVω ≤
∫
X
||v(p)||2
qc(p)
dVω.
3.1 Dicht definierte Operatoren auf Hilbertra¨umen
Die folgenden Lemmata fu¨hren die Existenz von Lo¨sungen einer Operatorgleichung auf eine
Abscha¨tzung zuru¨ck.
Lemma 3.1.1
Seien H1 und H2 Hilbertra¨ume. Sei T : H1 → H2 ein linearer, abgeschlossener, dicht de-
finierter Operator und F ⊂ H2 ein abgeschlossener Unterraum mit T (H1) ⊂ F . Dann
ist F = T (H1) genau dann, wenn ein C ≥ 0 existiert mit ||f ||H2 ≤ C||T ∗f ||H1 fu¨r alle
f ∈ F ∩Dom(T ∗).
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Beweis:
Sei T (H1) = F . Wir mu¨ssen zeigen, dass B := {f ∈ F ∩Dom(T ∗) ; ||T ∗f ||H1 ≤ 1} beschra¨nkt
ist. Dazu genu¨gt es zu zeigen, dass B schwach beschra¨nkt in F ist, d.h. fu¨r festes g ∈ F ist
{|〈f, g〉H2 | ; f ∈ B} beschra¨nkt.
Sei also g ∈ F . Nach Voraussetzung existiert ein u ∈ Dom(T ) mit Tu = g. Dann gilt
|〈f, g〉H2 | = |〈T ∗f, u〉H1 | ≤ ||u||H1 fu¨r f ∈ B.
Fu¨r die Ru¨ckrichtung gehen wir folgendermaßen vor.
Sei g ∈ F . Es ist zu zeigen, dass ein u ∈ Dom(T ) existiert mit Tu = g, was a¨quivalent zu der
Identita¨t 〈u, T ∗f〉H1 = 〈g, f〉H2 fu¨r f ∈ Dom(T ∗) ist. Wir wollen den Darstellungssatz von
Fre´chet-Riesz auf die antilineare Form ϕ : T ∗f 7→ 〈g, f〉H2 anwenden. Damit bekommen wir
die Lo¨sung u der Gleichung Tu = g mit ||u||H1 ≤ C||g||H2 .
Um den Darstellungssatz anwenden zu du¨rfen, mu¨ssen wir die Beschra¨nktheit von ϕ zeigen,
d.h. |ϕ(T ∗f)| = |〈g, f〉H2 | ≤ C||g||H2 ||T ∗f ||H1 fu¨r f ∈ Dom(T ∗). Das folgt aber aus der Vor-
aussetzung, da fu¨r f ∈ F⊥ gilt 〈g, f〉H2 = 0 und T ∗f = 0, denn T (H1) ⊂ F .

Lemma 3.1.2
Es gelte die Situation des vorherigen Lemmas, d.h. F = T (H1). Dann gibt es zu jedem
v ∈ Kern(T )⊥ ein f ∈ Dom(T ∗), so dass T ∗f = v und ||f ||H2 ≤ C||v||H1 .
Beweis:
Da der Kern von T orthogonal zu dem Bild von T ∗ ist, ist v nach Voraussetzung im Abschluss
des Bildes von T ∗. Das orthogonale Komplement von F ist gerade der Kern von T ∗, so dass
T ∗|F∩Dom(T ∗) dasselbe Bild wie T ∗ hat. Nach Voraussetzung ist F = T (H1), demnach ist
das Bild von dem eingeschra¨nkten T ∗ abgeschlossen. Also finden wir ein f ∈ F ∩ Dom(T ∗)
mit T ∗f = v. Die Abscha¨tzung folgt dann aus dem vorherigen Lemma.

3.2 L2-∂-Exaktheit
Bezeichne im Folgenden Dp,q(X,L) den Raum der glatten L-wertigen (p, q)-Formen mit kom-
paktem Tra¨ger und L2p,q(X,L) den Hilbertraum der (p, q)-Formen mit L
2
loc-Koeffizienten
bezu¨glich der Norm ||u||2 = ∫X |u|2hdVω.
Lemma 3.2.1
Ist ωX vollsta¨ndig, so liegen die Testformen Dp,q(X,L) dicht in Dom(∂∗)∩Dom(∂) bezu¨glich
der Graphennorm τ 7→ ||τ ||+ ||∂∗τ ||+ ||∂τ ||.
Beweis:
Das Lemma folgt aus Ho¨rmanders Lemma 5.2.1 [Hor73], in dem die Dichtheit von D(p,q+1)(Ω)
fu¨r den Fall, dass Ω eine Mannigfaltigkeit ist, gezeigt wurde.

20
KAPITEL 3. L2-TECHNIKEN
Lemma 3.2.2 (Ungleichung von Kodaira-Nakano)
Fu¨r alle Testformen τ ∈ Dn,q(X,L) gilt:
||∂τ ||2 + ||∂∗τ ||2 ≥
∫
X
〈Θ(L)Λτ, τ〉 dV.
Folgender Satz u¨ber die Approximation von plurisubharmonischen Funktionen wird beno¨tigt,
um den Satz 3.0.1 im Fall einer singula¨ren Metrik auf den Fall einer glatten Metrik zuru¨ck-
zufu¨hren.
Satz 3.2.3 (Demailly, [Dem82])
Sei (X,ω) eine Ka¨hler-Mannigfaltigkeit. Sei ϕ eine Funktion, welche plurisubharmonisch mo-
dulo C2 ist, und sei θ eine reelle, stetige (1, 1)-Form mit i∂∂ϕ ≥ θ.
Dann existiert eine wachsende Familie (ϕˆ)∈(0,1] von glatten Funktionen auf X, eine Familie
von reellen, stetigen (1, 1)-Formen γ und eine wachsende Familie (λ) von stetigen Funktionen
auf X mit folgenden Eigenschaften:
a) lim→0 ϕˆ(a) = ϕ(a) fu¨r alle a ∈ X.
b) i∂∂ϕˆ ≥ γ − λω.
c) γ ≥ θ.
d) γ konvergiert fast u¨berall gegen (i∂∂ϕ)ac fu¨r → 0.
e) λ konvergiert in allen Punkten, in denen die Lelong-Zahl von ϕ verschwindet, gegen 0.
f) Verschwindet die Lelong-Zahl von ϕ auf ganz X, dann konvergiert λ gleichma¨ßig gegen
0 auf jedem Kompaktum von X.
Wir beno¨tigen noch ein Lemma, welches Abscha¨tzungen liefert, so dass wir den Fall einer
nicht vollsta¨ndigen Ka¨hler-Metrik auf den einer vollsta¨ndigen zuru¨ckfu¨hren ko¨nnen.
Lemma 3.2.4
Seien ω, γ hermitesche Metriken auf X, so dass γ ≥ ω.
Dann gilt fu¨r jedes u ∈ Λn,qT ∗X ⊗ L:
|u|2γdVγ ≤ |u|2ωdVω, 〈A−1q,γu, u〉γdVγ ≤ 〈A−1q,ωu, u〉ωdVω,
wobei Aq,ω = [iΘL,Λω] der Kru¨mmungsoperator auf Λn,qT ∗X ⊗ L ist.
Damit sind wir nun geru¨stet, den L2-∂-Exaktheitssatz zu beweisen.
Beweis des Satzes 3.0.1:
1. Fall: Sei h eine glatte Metrik und ωX vollsta¨ndig.
Wir betrachten die Operatoren ∂k : L2n,k → L2n,k+1. Die Lemmata zeigen, dass fu¨r alle s ∈
Dom(∂q) ∩Dom(∂∗q−1) gilt:
||∂∗q−1s||2 + ||∂qs||2 ≥
∫
X
〈ic(L)Λs, s〉dVω.
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2. Fall: Sei h weiterhin eine glatte Metrik, aber ωX nun nicht mehr vollsta¨ndig.
Wir ko¨nnen diese Situation leicht auf den 1. Fall zuru¨ckfu¨hren, indem wir eine Folge von
vollsta¨ndigen Metriken konstruieren, welche gegen ωX konvergiert.
Nach Voraussetzung existiert eine vollsta¨ndige Ka¨hler-Metrik ωˆX auf X. Wir setzen ω :=
ω + ωˆX , welche vollsta¨ndig ist. Nach Lemma 3.2.4 gilt fu¨r jedes u ∈ Λn,qT ∗X ⊗ L:
|u|2dV ≤ |u|2dV 〈A−1q,u, u〉dV ≤ 〈A−1q u, u〉dV.
Damit erhalten wir nach dem 1. Fall eine Lo¨sung u ∈ L2n,q−1(X,L) mit ∂u = v und∫
X
|u|2dV ≤
∫
X
〈A−1q,v, v〉dV ≤
∫
X
〈A−1q v, v〉dV.
Daraus folgt, dass die Familie (u) auf jeder kompakten Teilmenge von X beschra¨nkt bezu¨glich
der L2-Norm ist. Wir finden also eine schwach konvergente Teilfolge uν in L2loc. Der Grenzwert
ist die gesuchte Lo¨sung u.
3. Fall: Sei h eine singula¨re Metrik. Mit Hilfe des Satzes 3.2.3 la¨ßt sich h durch glatte Me-
triken approximieren und somit auf den 2. Fall zuru¨ckfu¨hren. 
3.3 Nadels Verschwindungssatz
Nadels Verschwindungssatz [Nad90] kann aus Ho¨rmanders L2-Abscha¨tzungen des vorherigen
Abschnitts hergeleitet werden. Zusammen mit Skodas Theorem 2.2.2 kann damit die Frage
der Erzeugung von Jets auf die Existenz von Metriken, die in isolierten Punkten hohe Lelong-
Zahlen besitzen, zuru¨ckgefu¨hrt werden.
Satz 3.3.1
Sei (X,ω) eine schwach pseudokonvexe Ka¨hler-Mannigfaltigkeit und L ein Geradenbu¨ndel
u¨ber X mit singula¨rer Metrik h. Es existiere eine stetige positive Funktion c auf X mit iΘh ≥
cω.
Dann gilt:
Hq(X,O(KX + L)⊗ I(h)) = 0 fu¨r alle q ≥ 1.
Beweis:
Sei Ln,q die Garbe der (n, q)-Formen u mit Werten in L und messbaren Koeffizienten, so dass
|u|2e−2ϕ und |∂u|2e−2ϕ lokal integrabel sind. Der Komplex (Ln,•, ∂) ist eine Resolution der
Garbe O(KX + L)⊗ I(ϕ), da der Kern von ∂ zur Ordnung 0 aus den Keimen von holomor-
phen Funktionen besteht, welche die Integrabilita¨tsbedingung erfu¨llen, d.h. die Koeffizienten
liegen in I(ϕ). Die Exaktheit im Grad d ≥ 1 folgt aus Satz 3.0.1, angewandt auf kleine Um-
gebungen. Jede Garbe Ln,q ist ein C∞-Modul, also ist Ln,• eine Resolution durch azyklische
Garben. Sei ψ eine glatte plurisubharmonische Ausscho¨pfungsfunktion von X, die wegen der
Pseudokonvexita¨t von X existiert. Wir wenden nun Satz 3.0.1 global auf X an, wobei wir als
Metrik he−χ◦ψ nehmen. Dabei ist χ eine konvexe wachsende Funktion mit beliebig schnellem
Wachstum in Unendlich. Diese Modifikation der Metrik sichert die Konvergenz des Integrals
in Unendlich. Damit ist also Hq(Γ(X,Ln,•)) = 0 fu¨r q ≥ 1. 
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Korollar 3.3.2
Seien (X,ω), L und h wie im vorherigen Satz. Seien außerdem x1, ..., xp ∈ V (I(h)) isolierte
Punkte.
Dann gibt es eine surjektive Abbildung
H0(X,KX + L)→
p⊕
j=1
O(KX + L)xj ⊗ (OX/I(h))xj .
Beweis:
Wir betrachten die kurze exakte Sequenz
0 −→ I(h) −→ OX −→ OX/I(h) −→ 0
und tensorieren diese mit O(KX + L). In der zugeho¨rigen langen Kohomologiesequenz ist
H1(X,O(KX + L) ⊗ I(h)) = 0 nach Nadels Verschwindungssatz 3.3.1. Die behauptete Sur-
jektivita¨t folgt dann unmittelbar.

Korollar 3.3.3
Seien (X,ω), L und h wie im Verschwindungssatz. Es gelte ν(h, x) ≥ n+ s fu¨r ein s ∈ N und
einen Punkt x ∈ X, welcher isoliert in E1(h) liegt.
Dann erzeugt H0(X,KX + L) alle s-Jets in dem Punkt x.
Beweis:
Nach Voraussetzung ist ν(h, x) ≥ n+ s und damit nach dem Satz von Skoda (2.2.2) I(h)x ⊂
ms+1X,x , andererseits ν(h, y) < 1 fu¨r alle y aus einer Umgebung von x und damit I(h)y = OX,y.
Damit folgt die Behauptung aus dem vorherigen Korollar.

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Kapitel 4
Positivita¨t von Geradenbu¨ndeln
In diesem Kapitel geben wir einen U¨berblick u¨ber verschiedene Auspra¨gungen von Positi-
vita¨t von Geradenbu¨ndeln auf Mannigfaltigkeiten. Zuerst stellen wir die klassischen Begriffe
auf kompakten Mannigfaltigkeiten vor. Dobei vertreten wir den analytischen Standpunkt,
d.h., dass die Begriffe als Existenz von Metriken mit gewissen positiven Kru¨mmungseigen-
schaften definiert werden. In den darauf folgenden Sa¨tzen werden die A¨quivalenzen zu den
algebraischen Definitionen erla¨utert. Da hier nur eine U¨bersicht gegeben werden soll und die
Ergebnisse bekannt sind, verweisen wir fu¨r die meisten Beweise auf die Lecture Notes von
Demailly [Dem94] und auf das Buch von Lazarsfeld [Laz04].
Im zweiten Abschnitt erfolgt eine Anpassung der Begriffe auf quasi-projektive Mannigfaltig-
keiten, also Zariski-offene Teilmengen von projektiven Mannigfaltigkeiten. Dabei sollen die
Positivita¨tsforderungen nur im Inneren gelten. Wir sprechen dann von der Positivita¨tseigen-
schaft modulo Rand. Zu beachten ist, dass die in den folgenden Kapiteln vorkommenden Sa¨tze
nicht direkt vom Randdivisor D := X\X abha¨ngen, da die holomorphen L2-Schnitte auf X
zu holomorphen Schnitten auf X fortgesetzt werden ko¨nnen. Daher sprechen wir von der Po-
sitivita¨tseigenschaft modulo Rand und nicht modulo D. Wir mu¨ssen fu¨r die Wohldefiniertheit
aber fordern, dass der Divisor D normale U¨berkreuzungen besitzt.
4.1 Positivita¨t auf kompakten Mannigfaltigkeiten
Definition 4.1.1
Sei (X,ω) eine kompakte Ka¨hler-Mannigfaltigkeit und L ein Geradenbu¨ndel auf X.
a) L heißt sehr ample, falls L eine Einbettung von X in den PN fu¨r ein N ∈ N definiert.
b) L heißt ample, falls ein m ∈ N existiert, so dass mL sehr ample ist.
c) L heißt nef, falls fu¨r jedes  > 0 eine glatte hermitesche Metrik h mit iΘh ≥ −ω
existiert.
d) L heißt big, falls ein  > 0 und eine singula¨re Metrik h auf L mit iΘh ≥ ω existiert.
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e) L heißt effektiv, falls H0(X,L) 6= 0.
f) L heißt pseudoeffektiv, falls eine singula¨re Metrik h mit iΘh ≥ 0 auf L existiert.
g) L heißt global erzeugt bzw. basispunktfrei, falls fu¨r jedes x ∈ X ein σ ∈ H0(X,L)
existiert, so dass σ(x) 6= 0.
h) L heißt punktetrennend, falls fu¨r alle x, y ∈ X mit x 6= y ein σ ∈ H0(X,L) existiert, so
dass σ(x) 6= 0 und σ(y) = 0.
i) L heißt semiample, falls ein m ∈ N existiert, so dass mL global erzeugt ist.
j) L heißt sj-Jet-erzeugend in x1, ..., xp ∈ X, falls die folgende Abbildung surjektiv ist:
H0(X,L)→
p⊕
j=1
OX(L)xj ⊗
(
OX/msj+1X
)
xj
.
k) L heißt s-Jet-erzeugend, falls fu¨r beliebige x1, ..., xp ∈ X und s1, ..., sp ∈ N0 mit∑p
i=1 si ≤ s die folgende Abbildung surjektiv ist:
H0(X,L)→
p⊕
j=1
OX(L)xj ⊗
(
OX/msj+1X
)
xj
.
Die nachfolgenden Propositionen liefern A¨quivalenzen zu weiteren Charakterisierungen auf
projektiven Mannigfaltigkeiten.
Proposition 4.1.2
Sei X eine projektive kompakte Mannigfaltigkeit und L ein Geradenbu¨ndel auf X. Dann sind
a¨quivalent:
a) L ist ample.
b) Es existiert ein  > 0 und eine glatte hermitesche Metrik h auf L mit iΘh > ωX .
c) Fu¨r jede koha¨rente Garbe F auf X existiert ein m1 ∈ N, so dass fu¨r alle m ≥ m1 und
fu¨r alle q ≥ 1 gilt:
Hq(X,F ⊗OX(mL)) = 0.
d) Fu¨r jede koha¨rente Garbe F auf X existiert ein m2 ∈ N, so dass F ⊗ O(mL) fu¨r alle
m ≥ m2 global erzeugt ist.
e) Fu¨r jede positiv-dimensionale irreduzible Untervarieta¨t V ⊂ X gilt:∫
V
c1(L)dim(V ) > 0.
f) Fu¨r jede positiv-dimensionale irreduzible Untervarieta¨t V ⊂ X existiert ein m ∈ N, ein
Schnitt s ∈ H0(V,OV (mL)) und ein x ∈ V mit s(x) = 0, aber s 6≡ 0.
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g) Fu¨r jede positiv-dimensionale irreduzible Untervarieta¨t V ⊂ X gilt:
χ(V,OV (mL))→∞ fu¨r m→∞.
Proposition 4.1.3
Sei X eine projektive Mannigfaltigkeit und L ein Geradenbu¨ndel auf X. Dann sind a¨quivalent:
a) L ist nef.
b) Fu¨r jede irreduzible Kurve C ⊂ X gilt:∫
C
c1(L) ≥ 0.
c) Fu¨r jede positiv-dimensionale irreduzible Untervarieta¨t V ⊂ X gilt:∫
V
c1(L)dim(V ) ≥ 0.
d) Es existiert ein amples Geradenbu¨ndel A, so dass mL+A fu¨r jedes m ∈ N ample ist.
Proposition 4.1.4
Sei X eine projektive Mannigfaltigkeit der Dimension n und L ein Geradenbu¨ndel auf X.
Dann sind a¨quivalent:
a) L ist big.
b) Es existieren m ∈ N, A ein amples und E ein effektives Geradenbu¨ndel, so dass mL ≡lin
A+ E.
c) Es existierenm ∈ N, A ein amples und E ein effektives Geradenbu¨ndel, so dassmL ≡num
A+ E.
d) Es gilt: κ(L) = n.
e) Es existiert ein C > 0, so dass fu¨r genu¨gend große m ∈ N gilt:
h0(X,mL) ≥ Cmn.
f) Fu¨r jede koha¨rente Garbe F auf X existiert ein m ∈ N, so dass F ⊗OX(mL) generisch
global erzeugt ist.
g) Es gilt:
vol(L) := lim sup
m→∞
h0(X,mL)
mn/n!
> 0.
Proposition 4.1.5
Sei X eine projektive Mannigfaltigkeit der Dimension n und L ein Geradenbu¨ndel auf X.
Dann sind a¨quivalent:
a) L ist pseudoeffektiv.
b) L · C ≥ 0 fu¨r alle sehr generischen Kurven C ⊂ X.
c) Fu¨r jedes big Geradenbu¨ndel B ist L+B wieder big.
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4.2 Positivita¨t auf quasi-projektiven Mannigfaltigkeiten
Wir wollen nun die Positivita¨tsbegriffe an die spezielle Situation anpassen, in der das zu
beschreibende Geradenbu¨ndel zwar auf dem projektiven Abschluss einer quasi-projektiven
Mannigfaltigkeit existiert, aber die Positivita¨t nur im Inneren gefordert ist.
Definition 4.2.1
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X und L ein Gera-
denbu¨ndel auf X. Sei D := X\X.
a) L heißt singula¨r positiv modulo Rand, falls L eine singula¨re Metrik h besitzt, so dass
(i) iΘh ≥ cωX fu¨r ein c ∈ C(X, (0,∞));
(ii) ν(h, x) = 0 fu¨r alle x ∈ X.
b) L heißt sehr ample modulo Rand, falls Schnitte λ0, ..., λN ∈ H0(X,L) existieren, so
dass die meromorphe Abbildung Φ : X → PN , x ⇀ [λ0(x), ..., λN (x)] eine Einbettung
von X definiert.
c) L heißt ample modulo Rand, falls ein m ∈ N existiert, so dass mL sehr ample modulo
Rand ist.
d) L heißt global erzeugt bzw. basispunktfrei modulo Rand, falls fu¨r jedes x ∈ X ein
σ ∈ H0(X,L) existiert, so dass σ(x) 6= 0.
e) L heißt semiample modulo Rand, falls ein m ∈ N existiert, so dass mL global erzeugt
modulo Rand ist.
f) L heißt sj-Jet-erzeugend in x1, ..., xp ∈ X, falls folgende Abbildung surjektiv ist:
H0(X,L)→
p⊕
j=1
OX(L)xj ⊗
(
OX/msj+1X
)
xj
.
g) L heißt s-Jet-erzeugend modulo Rand, falls fu¨r beliebige x1, ..., xp ∈ X und s1, ..., sp ∈
N0 mit
∑p
i=1 si ≤ s die folgende Abbildung surjektiv ist:
H0(X,L)→
p⊕
j=1
OX(L)xj ⊗
(
OX/msj+1X
)
xj
.
Proposition 4.2.2
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X und L ein Gera-
denbu¨ndel auf X, welches ample modulo D := X\X ist.
Dann besitzt L eine singula¨re Metrik h, welche glatt und positiv auf X ist. Insbesondere ist
L singula¨r positiv modulo Rand.
Beweis:
Wie auch im kompakten Fall betrachten wir die zuru¨ckgezogene Fubini-Study-Metrik auf mL
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fu¨r genu¨gend großes m und nehmen dann die m-te Wurzel. Auf D setzen wir die Metrik auf
Unendlich.

Der anspruchsvolle Teil ist die Umkehrung, die von Schumacher und Tsuji in [ST04] gezeigt
wurde. Aus der singula¨ren Positivita¨t modulo Rand folgt die Ampleness modulo Rand. Wir
zeigen in Kapitel 5 mit einfacheren Methoden, dass KX+βL ample modulo Rand fu¨r genu¨gend
großes β ∈ N ist.
Definition 4.2.3
Sei X eine kompakte Mannigfaltigkeit. Ein Geradenbu¨ndel (L, h) heißt big bezu¨glich der
singula¨ren Metrik h, falls
lim sup
m→∞
h0(X,OX(mL)⊗ I(hm))
mn
> 0.
Eine wichtige Beobachtung hierzu ist die Proposition 5.1.4, welche besagt, dass ein singula¨r
positives Geradenbu¨ndel modulo dem Randdivisor big auf dem Abschluss ist. Fu¨r den Beweis
beno¨tigen wir jedoch weitere Hilfsmittel, so dass die Proposition erst im na¨chsten Kapitel
vorgestellt wird.
Der zentrale Nutzen der Quadrat-Integrierbarkeitsbedingung bezu¨glich einer Metrik mit Poin-
care´-Wachstum ist der, dass wir die holomorphen Schnitte auf X, die der entsprechenden
Integralabscha¨tzung gehorchen, holomorph auf X fortsetzen ko¨nnen, da die Schnitte auf dem
Randdivisor verschwinden mu¨ssen.
Lemma 4.2.4
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X der Dimension n
und D := X\X ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen. Sei L ein Geradenbu¨ndel auf X,
welches singula¨r positiv modulo Rand ist.
Dann kann H0(2)(X,OX(KX + βL)) kanonisch in H0(X,OX(KX + βL)) fu¨r alle β ∈ N einge-
bettet werden.
Folgende Proposition liefert einen Einbettungssatz fu¨r eine Zariski-offene Teilmenge durch
ein Geradenbu¨ndel, welches big ist. Es la¨ßt sich jedoch nicht die Teilmenge kontrollieren, die
eingebettet wird.
Proposition 4.2.5 (”Kodairas Lemma“, [KO71])
Sei X eine n-dimensionale projektive Mannigfaltigkeit und L ein big Geradenbu¨ndel auf X.
Dann existiert ein m ∈ N, so dass Φ|mL| : X ⇀ PN eine Zariski-offene Teilmenge von X
einbettet.
Beweis:
Sei A ein sehr ampler Divisor. Wir betrachten die Sequenz
0→ H0(X,mL−A)→ H0(X,mL)→ H0(A,mL|A)→ ...
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Da L big ist, gilt nach Definition h0(X,mL) = O(mn). Aus Dimensionsgru¨nden ist h0(A,mL|A)
maximal von der Ordnung mn−1. Also muss fu¨r genu¨gend großes m ein Schnitt in H0(X,mL−
A) existieren.
Sei 0 6= s ∈ H0(X,mL−A). Dann ist die folgende Abbildung eine Injektion.
f : H0(X,A)→ H0(X,mL), σ 7→ s · σ
Also bettet |mL| eine Zariski-offene Teilmenge von X durch die Schnitte, welche Vielfache
von s sind, ein.

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Kapitel 5
Singula¨r positive Geradenbu¨ndel
modulo Rand und Einbettungen
Wir wollen nun eine quasi-projektive Mannigfaltigkeit X ⊂ X mittels eines auf X definierten
Geradenbu¨ndels L, welches gewisse Positivita¨tseigenschaften erfu¨llen muss, in den projektiven
Raum einbetten. Genauer gesagt benutzen wir dazu das adjungierte Geradenbu¨ndel α(KX +
βL) fu¨r geeignete α, β ∈ N.
Der geeignete Positivita¨tsbegriff fu¨r das Geradenbu¨ndel ist die singula¨re Positivita¨t modulo
Rand, wobei D := X\X der Randdivisor ist, vergleiche Definition 4.2.1. Obwohl das beno¨tigte
Geradenbu¨ndel L und eine zugeho¨rige singula¨re Metrik auf einer glatten, projektiven Kom-
paktifizierung X existieren sollen, fordern wir die Positivita¨tsbedingungen nur im Inneren von
X, also auf X. Außerdem lassen wir beliebige Singularita¨ten auf dem Rand zu. Mit diesen
Forderungen sind im Allgemeinen die Voraussetzungen von Kodairas Einbettungssatz nicht
erfu¨llt, so dass nicht die Kompaktifizierung direkt eingebettet wird. Mit unseren Bedingungen
wird die Einbettung des Inneren na¨mlich unabha¨ngig von der gewa¨hlten Kompaktifizierung.
Die Schwierigkeit im Beweis liegt nun gerade darin, dass wir das Verhalten der holomorphen
Schnitte auf dem Geradenbu¨ndel zum Rand hin kontrollieren mu¨ssen. Wir finden, wie wir
im 1. Abschnitt zeigen, mittels der L2-Methoden aus Kapitel 3 globale Schnitte, welche die
gewu¨nschte Verschwindungsordnung in vorgegebenen Punkten aus dem Inneren haben, jedoch
ha¨ngt die beno¨tigte Vielfachheit des Geradenbu¨ndels von den Punkten ab. Hier ist wegen der
fehlenden Kompaktheit kein Endlichkeitsargument mo¨glich, so dass wir uns mit einem nume-
rischen Trick helfen, der allerdings zur Folge hat, dass ein so nicht kontrollierbares Vielfaches
des kanonischen Bu¨ndels beno¨tigt wird. In 6 ko¨nnen wir dann mit Hilfe des Einbettungssatzes
von Schumacher und Tsuji [ST04] und einer mehrfach verschachtelten Induktion eine geeigne-
te singula¨re Metrik konstruieren, um Jets zu erzeugen, aber die Vielfachheit des kanonischen
Bu¨ndels auf 2 reduzieren. Wir erhalten ein effektives Resultat.
5.1 Existenz von L2-Schnitten
Der Existenzsatz aus Kapitel 3 kann genutzt werden, um holomorphe L2-Schnitte auf KX+βL
zu konstruieren, die in einem vorgegebenen Punkt nicht verschwinden bzw. in endlich vielen
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Punkten alle si-Jets erzeugen, wobei X eine quasi-projektive Mannigfaltigkeit ist. Da die
Vielfachheit β des Geradenbu¨ndels L von den Punkten abha¨ngt und X nicht kompakt ist,
ko¨nnen wir das β nicht beschra¨nken und damit noch keine globale Einbettung in den PN
erreichen. Mittels eines kleinen Tricks werden wir jedoch die Einbettung durch α(KX + βL)
fu¨r geeignete α, β ∈ N im na¨chsten Abschnitt zeigen.
Die Beweisidee, welche auf Kodaira zuru¨ckgeht, besteht darin, lokale Schnitte mit geeigneten
glatten Abschneidefunktionen zu multiplizieren. Eine durch den Existenzsatz fu¨r Lo¨sungen des
entsprechenden ∂-Problems gegebene weitere glatte Funktion u wird als Summand eingesetzt,
um Holomorphie zu erhalten. Eine geeignete singula¨re Metrik sorgt dafu¨r, dass der zusa¨tzliche
Summand keinen Beitrag zum Wert in den vorgegebenen Punkten liefert.
Lemma 5.1.1
Sei X ⊂ X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X der Dimension
n, so dass der Divisor D := X\X nur normale U¨berkreuzungen besitzt. Sei L ein Gera-
denbu¨ndel auf X, welches singula¨r positiv modulo Rand ist.
Dann existiert fu¨r jedes x ∈ X ein β0 ∈ N, so dass fu¨r alle β ≥ β0 ein Schnitt σ ∈
H0(2)(X,OX(KX + βL)) existiert, der in x nicht verschwindet.
Beweis:
Wir konstruieren wie in Kapitel 2.3 eine vollsta¨ndige Ka¨hler-Form ηX auf X, welche Poincare´-
Wachstum am Rand besitzt.
Sei W ⊂ X eine Koordinatenumgebung und ρ eine glatte Abschneidefunktion, welche auf
einer relativ kompakten Umgebung V von x identisch 1 und deren Tra¨ger in W enthalten ist.
Wir setzen
ψx = ρ · n · log(
∑
|zi|2).
Es existiert nun ein β0 ∈ N und eine stetige, echt positive Funktion c, so dass fu¨r alle β ≥ β0
gilt: i∂∂ψx + βΘh ≥ cηX . Wir wa¨hlen einen lokalen Schnitt σx ∈ H0(W,OW (KW + βL)) mit
σx(x) 6= 0 und setzen f = ∂(ρσx). Da ν(h, x) = 0 fu¨r alle x ∈ X und f auf V verschwindet,
gilt: ∫
X
1
c
e−ψx ||f ||2hβdVη <∞.
Die Anwendung des L2-∂-Existenzsatzes liefert uns nun eine glatte (n, 0)-Form u mit Werten
in βL, so dass ∂u = f und in
2 ∫
X
e−ψxhβu ∧ u < ∞, unabha¨ngig von der Wahl von ηX .
Die Endlichkeit des Integrals und die Holomorphie von u auf V sorgen dafu¨r, dass u in x
verschwindet.
Der Schnitt σ = ρ·σx−u ist holomorph, da ∂σ = f−∂u = 0. Damit ist σ ∈ H0(2)(X,OX(KX+
βL)). Außerdem ist σ(x) = ρ(x) · σx(x)− u(x) = σx(x) 6= 0. 
Wir verallgemeinern obiges Lemma auf die Erzeugung von Jets in vorgegebenen endlich vielen
Punkten xi ∈ X.
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Satz 5.1.2
Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie im obigen Lemma. Weiterhin seien x1, ..., xp ∈ X
isolierte Punkte und s1, ..., sp ∈ N.
Dann existiert ein β0 ∈ N, so dass fu¨r alle β ≥ β0 die Abbildung
H0(2)(X,OX(KX + βL))→
p⊕
j=1
OX(KX + βL)xj ⊗ (OX/msj+1)xj
surjektiv ist.
Beweis:
Wir gehen analog zum obigen Lemma vor. Seien Wi ⊂ X disjunkte Koordinatenumgebungen
zu xi und ρi glatte Abschneidefunktionen, welche in einer Umgebung Vi von xi identisch 1
sind, deren Tra¨ger in Wi enthalten sind und deren Werte in [0, 1] liegen.
Wir setzen ψi = ρi(z) · n · si · log(
∑ |zi|2). Es existieren β0 ∈ N und eine stetige, echt positive
Funktion c auf X, so dass
p∑
i=1
i∂∂ψi +β0 ·Θh ≥ c · ηX . Sei β ≥ β0. Wir wa¨hlen lokale Schnitte
σi ∈ H0(Wi,KX +βL), welche die jeweils vorgegebenen Koeffizienten in xi haben, und setzen
f = ∂(
p∑
i=1
ρiσi).
f verschwindet in einer Umgebung um jedes xi. Da auch die Lelong-Zahl von h in jedem
Punkt von X verschwindet, gilt: ∫
X
1
c
e−
∑
ψi ||f ||2hβdVη <∞.
Nach dem Existenzsatz existiert nun eine glatte (n, 0)-Form u mit Werten in βL, so dass
∂u = f und in
2 ∫
X e
−∑ψihβu ∧ u <∞.
u verschwindet zur Ordnung si in xi, da das vorherige Integral endlich ist.
Wir setzen σ =
∑
ρiσi − u. Da ∂σ = f − ∂u = 0, ist σ ∈ H0(2)(X,OX(KX + βL)) und
∂ασ(xi) = ∂ασi(xi).

Proposition 5.1.3
Sei X ein reduzierter, irreduzibler, kompakter komplexer Raum der Dimension n, ν : Y → X
die Normalisierung und ρ : Z → Y eine Modifikation mit Z glatt. Weiterhin sei
L = OX(L) ∈ Coh(X) eine invertierbare Garbe. Dann sind a¨quivalent:
a) L ist big.
b) ν∗L ist big.
c) (ν ◦ ρ)∗L ist big.
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Beweis:
Wir zeigen, dass a) aus b) folgt. Die anderen Implikationen ergeben sich unmittelbar.
Wir betrachten die exakte Sequenz 0→ OX → ν∗OY → C → 0, wobei Supp(C) ( X nirgends
dicht ist. Als weitere exakte Sequenz beno¨tigen wir 0 → L⊗m → ν∗ν∗L⊗m → C ⊗ L⊗m → 0.
Nun ist h0(Supp(C),L⊗m⊗C) = O(mn−1) und h0(Y, ν∗L⊗m) ∼ mn, woraus sich die Behaup-
tung ergibt.

Proposition 5.1.4
Sei X ⊂ X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X der Dimension
n, so dass der Divisor D := X\X nur normale U¨berkreuzungen besitzt. Sei L ein Gera-
denbu¨ndel auf X, welches singula¨r positiv modulo Rand ist.
Dann ist L big auf X.
Beweis:
Sei h die zur singula¨ren Positivita¨t modulo Rand geho¨rende Metrik auf L.
Sei β0 ∈ N nach Lemma 5.1.1 so gewa¨hlt, dass ein Schnitt 0 6= σ0 ∈ H0(2)(X,KX + β0L)
existiert. Sei weiterhin D0 ⊂ X der zugeho¨rige Nullstellen-Divisor.
Ein Schnitt σ ∈ H0(X,OX(KX + βL) ⊗ I(hβ)) ist eine βL-wertige (n, 0)-Form, so dass
in
2 ∫
hβσ ∧ σ <∞. Damit ist also H0(2)(X,KX + βL) = H0(X,OX(KX + βL)⊗ I(hβ)). Wir
betrachten die Einschra¨nkungsabbildung
rβ : H0(X,OX(KX + βL)⊗ I(hβ))→ H0(D0,OD0(KX + βL)).
Es ist aus Dimensionsgru¨nden nach dem Satz von Riemann-Roch
h0(D0,OD0(KX + βL)) = O(βn−1),
denn fu¨r einen amplen Divisor A ⊂ D0 und genu¨gend großes α ∈ N ist αA − (KX + βL)|D0
effektiv und damit h0(D0,KX + βL) ≤ h0(D0, αA). Außerdem gilt wegen der singula¨ren
Positiv modulor Rand:00
lim sup
β→∞
h0(2)(X,KX + βL)
βn
> 0.
Damit muss die Dimension des Kerns von rβ schneller wachsen als βn, mit anderen Worten
ist
lim sup
β→∞
dim ker rβ
βn
> 0.
Da log h lokal von unten beschra¨nkt ist, gilt I(hβ) ⊂ I(hβ−β0). Der Kern von rβ besteht
gerade aus den Schnitten, welche durch σ0 teilbar sind. Da σ0 ∈ H0(X,KX + β0L), muss
jedes Element des Kerns auch in H0(X, (β − β0)L) liegen, also ist
ker rβ ⊂ H0(X,OX(KX + βL)⊗ I(hβ)) ∩H0(X,OX((β − β0)L)).
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Damit ist
ker rβ ⊂ H0(X,OX((β − β0)L)⊗ I(hβ−β0)).
Es existiert eine Modifikation ρ : X˜ → X, so dass
lim sup
m→∞
h0(X˜,mρ∗L)
mn
> 0.
Mit Proposition 5.1.3 folgt die Behauptung.

5.2 Einbettung von quasi-projektiven Mannigfaltigkeiten
Mittels der Schnitte aus Satz 5.1.2 ko¨nnen wir eine Zariski-offene Teilmenge von X in den
projektiven Raum einbetten. Dabei kann jedoch nicht der Divisor kontrolliert werden, auf
dem keine Einbettung gegeben ist. Durch geeignete Wahl von Punkten, na¨mlich gerade auf
diesem Divisor, bekommen wir durch iteratives Vorgehen endlich viele Zariski-offene Mengen
Ui, die jeweils eingebettet werden ko¨nnen. Allerdings sind die zu Ui geho¨renden Schnitte auf
unterschiedlichen Vielfachheiten des Geradenbu¨ndels L definiert. Diese Idee geht auf Sommese
[Som75, Som76] zuru¨ck, dort jedoch fu¨r glatte Metriken.
Proposition 5.2.1
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer kompakten projektiven Mannigfaltigkeit X der
Dimension n und D := X\X ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen. Sei L ein Gera-
denbu¨ndel auf X, welches singula¨r positiv modulo Rand ist.
Dann existieren eine endliche U¨berdeckung
k⋃
i=1
Ui = X mit Ui ⊂ X Zariski-offen und natu¨rli-
che Zahlen β1 < ... < βk, so dass KX + βiL auf Ui global erzeugt ist, d.h. fu¨r jedes x ∈ Ui
existiert ein Schnitt σx ∈ H0(2)(X,KX + βiL) mit σx(x) 6= 0.
Beweis:
Sei x1 ∈ X beliebig. Dann existiert nach Satz 5.1.2 ein β1 ∈ N und ein Schnitt σ1 ∈
H0(2)(X,KX+β1L) mit σ1(x1) 6= 0. Damit existiert also eine Teilmenge S(β1) ⊂ H0(2)(X,KX+
β1L), deren Basisort außerhalb einer in X Zariski-offenen Teilmenge U1 liegt.
Da D1 = X\U1 nur endlich viele Komponenten hat, wa¨hlen wir x2, ..., xr jeweils auf genau
einer Komponente maximaler Dimension von D1 ∩X. Nun wenden wir wieder Satz 5.1.2 an,
um β2, ..., βr ∈ N und endliche Teilmengen S(βj) ⊂ H0(2)(X,KX + βjL) zu bekommen, deren
Basisorte außerhalb von in X Zariski-offenen Teilmengen Uj liegen.
Durch iteratives Vorgehen, welches nach endlich vielen Schritten stoppt, da in jedem Schritt
die Dimension reduziert wird, erhalten wir so die Behauptung nach eventueller Umordnung
der βi.

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Man beachte, dass β1 beliebig groß gewa¨hlt werden darf, da Satz 5.1.2 die Existenz einer
unteren Schranke liefert. Wir erreichen jedoch nicht, dass die Schnitte auf dem gleichen Raum
existieren, indem wir das Maximum der βi nehmen. Wa¨re zum Beispiel β2 ≤ β1, so du¨rften
wir β2 = β1 setzen, wa¨re jedoch β2 > β1, mu¨ßten wir β1 erho¨hen. Damit a¨nderten wir unter
Umsta¨nden die Zariski-offene Teilmenge U1 ab, so dass dann wiederum ein eventuell noch
gro¨ßeres β2 no¨tig wa¨re.
Proposition 5.2.2
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer kompakten projektiven Mannigfaltigkeit X der
Dimension n und D := X\X ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen. Sei L ein Gera-
denbu¨ndel auf X, welches singula¨r positiv modulo Rand ist.
Dann existieren eine endliche U¨berdeckung
k⋃
i=1
Ui = X mit Ui ⊂ X Zariski-offen und natu¨rli-
che Zahlen β1 < ... < βk, so dass fu¨r alle i = 1, ..., k das adjungierte Geradenbu¨ndel KX +βiL
eine holomorphe Einbettung von Ui definiert.
Der Beweis ergibt sich analog zu der vorherigen Proposition. Um eine Einbettung der gesam-
ten Mannigfaltigkeit zu erreichen, mu¨ssen wir die Schnitte, welche auf den Ui eine Immer-
sion bestimmen, zusammenfu¨hren. Diese Schnitte leben jedoch auf unterschiedlichen Gera-
denbu¨ndeln. Die zwei folgenden, einfachen Lemmata stellen sicher, dass sich die beno¨tigten
Schnitte durch geeignetes Potenzieren auf dem gleichen Geradenbu¨ndel befinden. Abschlie-
ßend mu¨ssen wir noch die Injektivita¨t der so definierten Abbildung sicherstellen.
Lemma 5.2.3
Seien α, β und γ natu¨rliche Zahlen, so dass α < β < γ. Dann lo¨sen fu¨r jedes N ∈ N die
natu¨rlichen Zahlen r = (γ − β)N, t = (β − α)N und z = (γ − α)N das folgende Gleichungs-
system:
αr + γt = βz r + t = z.
Der Beweis ergibt sich sofort durch Einsetzen. Wir verallgemeinern das obige Lemma auf die
in unserer Situation beno¨tigte Form.
Lemma 5.2.4
Seien αi, γ und βj natu¨rliche Zahlen fu¨r i = 1, ..., k und j = 1, ..., r mit α1 < ... < αk < γ <
β1 < ... < βr. Dann existieren natu¨rliche Zahlen rij , tij und α fu¨r i = 1, ..., k und j = 1, ..., r,
fu¨r welche gilt:
αirij + βjtij = γα rij + tij = α.
Beweis:
Wir betrachten die Hauptideale Iij := (βj − αi). Es existieren natu¨rliche Zahlen α ∈
⋂
Iij
und Nij mit α = (βj − αi)Nij .
Nach dem obigen Lemma lo¨sen rij = (βj − γ)Nij , tij = (γ − αi)Nij und α = (βj − αi)Nij die
folgenden Gleichungen:
αirij + βjtij = γα rij + tij = α.

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Hauptsatz 5.2.5
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer kompakten projektiven Mannigfaltigkeit X der
Dimension n und D := X\X ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen. Sei L ein Gera-
denbu¨ndel auf X, welches singula¨r positiv modulo Rand ist.
Dann existieren natu¨rliche Zahlen α, β, so dass H0(X,α(KX + βL)) eine Einbettung von X
in den projektiven Raum definiert. Mit anderen Worten ist α(KX + βL) sehr ample modulo
Rand.
Beweis:
Seien Ui ⊂ X, αi ∈ N und S(αi) ⊂ H0(2)(X,KX + αiL) fu¨r i = 1, ..., k aus Proposition 5.2.2.
Wir setzen β := αk.
Nach Proposition 5.2.1 existieren β1 < ... < βq, wobei ohne Einschra¨nkung β1 > αk an-
genommen werden darf, und S(βj) ⊂ H0(2)(X,KX + βjL), welche ebenfalls Zariski-offene
U˜j , j = 1, ..., q einbetten, wobei
⋃q
j=1 U˜j = X. Wir betrachten S(αi) bzw. S(βj) als Untervek-
torraum von H0(X,KX + αiL) bzw. H
0(X,KX + βjL) und bezeichnen mit S(αi)S(βj) den
vom Produkt der entsprechenden Schnitte erzeugten Unterraum.
Damit ist
S(αi)rijS(βj)tij ⊂ H0(X, (rij + tij)KX + (αirij + βjtij)L) fu¨r alle rij , tij ∈ N.
Nach obigem Lemma existieren geeignete rij und tij fu¨r 1 ≤ i ≤ k − 1 und 1 ≤ j ≤ q, welche
die folgenden beiden Gleichungen lo¨sen:
αirij + βjtij = αβ, rij + tij = α.
Damit definiert also
S = 〈S(β)α,
⋃
i,j
S(αi)rijS(βj)tij 〉 ⊂ H0(X,αKX + αβL),
aufgefasst als das von den beiden Unterra¨umen aufgespannte Linearsystem, eine Abbildung,
welche Ui fu¨r alle i = 1, ..., k in den PN einbettet.
Um eine globale Einbettung zu bekommen, mu¨ssen wir das Verfahren noch einmal durchlau-
fen, damit x ∈ Ui und y ∈ Uj fu¨r beliebige i 6= j durch Schnitte getrennt werden ko¨nnen.
Dass ein solcher Schnitt existiert, folgt aus Proposition 5.1.2, jedoch eventuell wieder auf ei-
nem anderen Vielfachen des Geradenbu¨ndels. Durch das eben beschriebene iterative Vorgehen
wird erreicht, dass sich alle beno¨tigten Schnitte in H0(X,αKX +αβL) fu¨r geeignete α, β ∈ N
befinden. Dazu werden nur endlich viele Schritte gebraucht, da wir mit jedem Schritt die
Dimension reduzieren. 
Ist X nicht glatt, so ko¨nnen wir den glatten Teil von X, also Xreg, durch αKXreg + βL|Xreg
einbetten, indem wir den singula¨ren Teil zum Rand dazuza¨hlen, also X = Xreg ∪ (Xsing ∪
D), und Hironakas Resolution der Singularita¨ten anwenden, da der Rand in Gestalt der
Hilfsmetrik nur im Beweis des Verschwindungssatzes, nicht aber in der Aussage vorkommt.
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Wir ko¨nnen im glatten Fall sogar noch eine sta¨rkere Version zeigen, na¨mlich Satz 6.2.3,
in dem die Vielfachheit des kanonischen Bu¨ndels beschra¨nkt wird. Dazu wird eine etwas
andere Technik benutzt, allerdings basiert auch diese auf der Konstruktion einer geeigneten
Metrik mit hoher Lelong-Zahl in isolierten Punkten und der Anwendung des Korollars von
Nadels Verschwindungssatz. Wir setzen dazu den Einbettungssatz von Schumacher und Tsuji
([ST04]) voraus.
Satz 5.2.6 (Schumacher und Tsuji, [ST04])
Sei X ein irreduzibler algebraischer Raum mit Kompaktifizierung X und sei L ein Gera-
denbu¨ndel auf X, welches eine singula¨re Metrik h auf L|red(X) besitzt, so dass gilt:
(i) Fu¨r jedes p ∈ X und jede holomorphe Kurve C ⊂ X mit p ∈ C und C ∩ X 6= ∅ ist
Θh|C wohldefiniert und ν(Θh|C, p) = 0.
(ii) Fu¨r jeden glatten, lokal abgeschlossenen Unterraum Z ⊂ X ist der Strom Θh|Z wohl-
definiert und es existiert eine positiv definite C∞ hermitesche Form γZ auf Z, so dass
Θh|Z ≥ γZ .
Dann definiert die Abbildung Φ|mL| : X ⇀ PN eine Einbettung von X fu¨r genu¨gend große m.
Korollar 5.2.7
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X der Dimension n
und D := X\X ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen. Sei L ein Geradenbu¨ndel auf X,
welches singula¨r positiv modulo Rand ist.
Dann existiert ein m0 ∈ N, so dass fu¨r alle m ≥ m0 gilt: mL ist sehr ample modulo Rand.
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Effektive Resultate
Die folgende Vermutung von Fujita gibt eine untere Schranke fu¨r die Vielfachheit eines posi-
tiven Geradenbu¨ndels an, ab der der Basisort des adjungierten Bu¨ndels verschwindet bzw. ab
der das adjungierte Bu¨ndel eine Einbettung der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit in den
projektiven Raum liefert.
Vermutung 6.0.1 (Fujita, [Fuj87])
Sei X eine projektive Mannigfaltigkeit der Dimension n und L ein amples Geradenbu¨ndel auf
X. Dann ist KX + βL global erzeugt fu¨r β ≥ n+ 1 und sehr ample fu¨r β ≥ n+ 2.
Das Beispiel X = Pn zeigt, dass diese Schranken optimal sind.
Etwas allgemeiner sucht man nach einer unteren Schranke β0, so dass KX + βL fu¨r β ≥ β0
alle sj-Jets in beliebigen Punkten x1, ..., xp ∈ X simultan erzeugt; mit anderen Worten: Ab
welchem β0 ist die Abbildung H0(X,KX + βL)→
⊕p
j=1OX(KX + βL)xj ⊗OX,xj/msj+1X,xj fu¨r
β ≥ β0 surjektiv? Dieses β0 darf also von der Dimension n der Mannigfaltigkeit, der Anzahl
an Punkten p und den Jet-Ordnungen sj , j = 1, ..., p abha¨ngen, nicht jedoch von den Punkten
x1, ..., xp.
Einige Resultate wurden auf dem Weg zum Beweis der Vermutung bereits erzielt, sowohl mit
rein algebraischen als auch mit analytischen Methoden. Dabei hat sich herausgestellt, dass
die Problematik derBasispunktfreiheit etwas einfacher gelo¨st werden kann. Ha¨ufig wird auch
ein Vielfaches des kanonischen Bu¨ndels zugelassen. Der aktuelle Stand sieht wie folgt aus:
In einer Dimension folgt die Vermutung aus dem Satz von Riemann-Roch. Den Fall n = 2
bewies Reider 1988 (vgl. [Rei88]). Die Basispunktfreiheit wurde fu¨r n = 3 von Ein und La-
zarsfeld (vgl. [EL93]) und fu¨r n = 4 von Kawamata (vgl. [Kaw97]) bewiesen. Fu¨r allgemeines
n liegt die Schranke bei β ∼ O(n 43 ). Diese Schranke, welche von Heier [Hei02] bewiesen wurde,
geht auf die Techniken von Angehrn und Siu [AS95] und Helmke [Hel97, Hel99] zuru¨ck.
Siu [Siu96] und Demailly [Dem94] zeigten, dass 2KX + βL sehr ample fu¨r β ≥ 2 +
(
3n+1
n
)
ist.
Wir wollen im zweiten Abschnitt die Fragestellung auf quasi-projektive Mannigfaltigkeiten
ausdehnen. Gegeben ist also eine Zariski-offene Teilmenge X ⊂ X einer n-dimensionalen
projektiven Mannigfaltigkeit X. Wir wollen eine untere Schranke β0 finden, abha¨ngig von
der Dimension n, der Anzahl der Punkte p und den Jet-Ordnungen sj , j = 1, ..., p, so dass
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H0(X, 2KX + βL) fu¨r β ≥ β0 die sj-Jets in beliebigen Punkten x1, ..., xp ∈ X erzeugt. Dabei
stellt sich heraus, dass der in Kapitel 4 eingefu¨hrte Begriff der schwachen Positivita¨t modulo
Rand eines Geradenbu¨ndels eine solche Aussage zula¨ßt.
Wir zeigen zuerst ein Resultat von Demailly ([Dem94]) fu¨r ample Geradenbu¨ndel auf kom-
pakten Mannigfaltigkeiten. Diese Beweisidee passen wir dann an unsere Situation an.
6.1 Effektive Jet-Erzeugung auf kompakten Mannigfaltigkei-
ten
Dieser Abschnitt stellt Resultate u¨ber die Positivita¨t eines adjungierten bzw. doppelt-adjun-
gierten amplen Geradenbu¨ndels vor. Es werden konkrete β0 ∈ N bestimmt, so dass fu¨r β ≥ β0
KX+βL nef bzw. 2KX+βL sehr ample ist; etwas allgemeiner, fu¨r welche β erzeugt 2KX+βL
simultan Jets zu vorgegebener Ordnung in endlich vielen Punkten.
Zentral fu¨r den Beweis ist Korollar 3.3.3. Wir mu¨ssen also eine positive, singula¨re Metrik h
auf αKX + βL konstruieren, welche in vorgegebenen Punkten isolierte logarithmische Pole
besitzt. Das bedeutet, dass ihre Lelong-Zahl ν(h, xj) in den Punkten xj gro¨ßer als n+ sj ist,
aber in Umgebungen der xj kleiner als 1 ist. Dabei soll das β kontrollierbar bleiben.
Wir erreichen das Gewu¨nschte durch eine doppelte Induktion, die eine Folge von Metriken
hk,l liefert, welche stationa¨r wird.
Satz 6.1.1
Sei X eine projektive Mannigfaltigkeit und J ⊂ OX eine koha¨rente Idealgarbe. Sei d die ma-
ximale Dimension der Komponenten von V (J ). Sei Y = ∑λjYj der zu den d-dimensionalen
Komponenten von V (J ) zugeho¨rige effektive algebraische Zyklus mit Multiplizita¨ten λj , ge-
geben durch J . Seien L und F Geradenbu¨ndel.
Dann ist P (β) = χ(Y,O(F + βL)|Y ) ein Polynom vom Grad d mit Leitkoeffizient L
d·[Y ]
d! .
Lemma 6.1.2
Sei P (β) ein numerisches Polynom (d.h. P : Z → Z Polynom mit Koeffizienten in Q) vom
Grad d > 0 und Leitkoeffizient add! mit ad ∈ N. Sei β0 ∈ N, so dass P (β) ≥ 0 fu¨r alle β ≥ β0.
Dann gilt:
a) Fu¨r jedes N ∈ N existiert ein β ∈ [β0, β0 +Nd] mit P (β) ≥ N .
b) Fu¨r jedes k ∈ N existiert ein β ∈ [β0, β0 + kd] mit P (β) ≥ adkd2d−1 .
c) Fu¨r jedes N ∈ N mit N ≥ 2d2 existiert ein β ∈ [β0, β0 +N ] mit P (β) ≥ N .
Beweis:
a) Jede der N Gleichungen P (β) = 0, P (β) = 1, ..., P (β) = N −1 hat ho¨chstens d Nullstellen.
Also muss es ein β ∈ [β0, β0 + dN ] geben, welches keine Nullstelle ist.
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b) Wir zeigen zuerst den Fall k = 1.
Sei ∆P (β) := P (β + 1)− P (β). Nach Newtons Formel gilt fu¨r alle β ∈ Z:
∆dP (β) =
d∑
j=0
(−1)j
(
d
j
)
P (β + d− j) = ad.
Ist nun j0 ∈ {0, 2, 4, ..., 2bd2c}, so dass P (β0 + d − j0) u¨ber dieser Menge maximal wird,
bekommen wir:
ad =
d∑
j=0
(−1)j
(
d
j
)
P (β0 + d− j) ≤
b d
2
c∑
j=0
(
d
2j
)
P (β0 + d− j0) = 2d−1P (β0 + d− j0).
Es existiert also ein β ∈ [β0, β0 + d] mit P (β) ≥ ad2d−1 .
Ist k > 1, wenden wir den Fall k = 1 auf das Polynom Q(β) = P (kβ − (k − 1)β0) an und
erhalten die Behauptung.
c) Fu¨r d = 1 stimmt die Aussage gerade mit a) u¨berein.
Fu¨r d = 2 ergibt sich
max
β∈[β0,β0+N ]
P (β) ≥
{
a2N
2/8 , falls N gerade.
a2(N2 − 1)/8 , falls N ungerade.
Also existiert fu¨r N ≥ 8 ein β ∈ [β0, β0 +N ] mit P (β) ≥ N .
Sei nun d ≥ 3 und N ≥ 2d2. Wir setzen k = d2(N2 )1/de.
Damit ist k
d
2d−1 ≥ N und kd ≤ (2(N2 )1/d + 1)d ≤ N , so dass die Anwendung von b) die Be-
hauptung zeigt.

Wir treffen eine effektive Aussage u¨ber die Positivita¨t des adjungierten Geradenbu¨ndels. Es
gilt sogar eine etwas sta¨rkere Version, na¨mlich dass KX + (n+ 1)L semiample ist. Urspru¨ng-
lich wurde im Beweis Mori-Theorie ([Mor82]) und das Basispunktfreiheitstheorem ([Kaw84])
verwendet, vgl. [Fuj87]. Hier zeigen wir jedoch einen anderen Beweis, der weitgehend paral-
lel zum Beweis des Satzes 6.1.4 verla¨uft und auf Demailly zuru¨ckgeht. Der U¨bersichtlichkeit
halber stellen wir die Beweise getrennt vor.
Satz 6.1.3
Sei X eine projektive Mannigfaltigkeit der Dimension n und sei L ein amples Geradenbu¨ndel
auf X. Dann gilt:
a) KX + (n+ 1)L ist nef.
b) KX + (n+ 2)L ist ample.
40
KAPITEL 6. EFFEKTIVE RESULTATE
Beweis:
b) folgt sofort aus a), da die Summe eines amplen und eines nef Geradenbu¨ndels wieder ample
ist.
Da L ample ist, existiert ein µ ∈ N, so dass µL sehr ample ist. Wir zeigen, dass KX + Fα
fu¨r alle α ∈ N global erzeugt ist, wobei Fα = αKX + (α(n + 1) + 1 + nµ)L, denn dann ist
KX +
α(n+1)+1+nµ
α+1 L nef und fu¨r α→∞ auch KX + (n+ 1)L.
Sei x ∈ X fest. Die positive, singula¨re Metrik h0, welche von allen in x verschwindenden
Schnitten von µL definiert wird, hat also Lelong-Zahl 1 in x und sonst verschwindende Lelong-
Zahl. Damit hat hn0 auf nµL die fu¨r das Korollar 3.3.3 geforderten Voraussetzungen, na¨mlich
ν(hn0 , x) ≥ n fu¨r die Basispunktfreiheit, also die Erzeugung der 0-Jets.
Nun muss noch eine Metrik hα auf αKX + (α(n + 1) + 1)L mit dimV (I(hα)) = 0 konstru-
iert werden, denn dann bleibt x ein isolierter Punkt mit ν(hn0hα, x) ≥ n. Wir wollen fu¨r
eine gewisse monoton fallende stationa¨re Folge (bk)k∈N folgende Metriken auf αKX + bkL
konstruieren:
hk,l :=
 ∑
1≤i≤l,0≤j≤N
|σαµi λ(α+1)bk−αβij |2
− 1(α+1)µ .
Dabei definieren λ0, ..., λN ∈ H0(X,µL) eine Einbettung von X, hL die zugeho¨rige positive
glatte Metrik auf L und ω := i2piΘhL die entsprechende Kru¨mmungsform. Die σi ∈ H0(X, (α+
1)KX + βiL) mit βi < α+1α bk sollen so gewa¨hlt werden, dass I(hk,l+1) ) I(hk,l), solange
dimV (I(hk,l)) > 0. Die Bedingung βi < α+1α bk sorgt dafu¨r, dass i2piΘhk,l ≥ 1α+1ω, d.h. hk,l ist
eine positive singula¨re Metrik auf αKX + bkL.
Wir konstruieren die hk,l induktiv:
IA: k = 1
Sei b1 so groß, dass (α+1)KX +(b1−1)L basispunktfrei ist. Dann setzen wir βi = b1−1
und finden geeignete σi ∈ H0(X, (α+ 1)KX + βiL).
IS: k 7→ k + 1
Nach Induktionsvoraussetzung existieren also (hk,l)l≥1 und hk := hk,l0 , wobei
dimV (I(hk,l0)) = 0 ist. Die Konstruktion von (hk+1,l)l≥1 erfolgt wiederum durch In-
duktion, diesmal u¨ber l.
IA: l = 0
Sei hk+1,0 ≡ ∞, dann ist I(hk+1,0) = 0.
IS: l 7→ l + 1
Nach Induktionsvoraussetzung ist hk+1,l schon konstruiert. Wir wenden Nadels
Verschwindungssatz auf das Geradenbu¨ndel αKX +βL = (αKX +bkL)+(β−bk)L
und die zugeho¨rige Metrik hkh
β−bk
L an und erhalten
Hq(X,OX((α+ 1)KX + βL)⊗ I(hk)) = 0 fu¨r q ≥ 1, β ≥ bk.
Da V (I(hk)) 0-dimensional ist, ist die Garbe OX/I(hk) eine Wolkenkratzergarbe.
Die exakte Sequenz 0 −→ I(hk) −→ OX −→ OX/I(hk) −→ 0, tensoriert mit
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OX((α+ 1)KX + βL), zeigt, dass ebenfalls
Hq(X,OX((α+ 1)KX + βL)) = 0 fu¨r q ≥ 1, β ≥ bk.
Wiederum mit Nadels Verschwindungssatz ist
Hq(X,OX((α+ 1)KX + βL)⊗ I(hk+1,l)) = 0 fu¨r q ≥ 1, β ≥ bk.
Mit der exakten Sequenz 0 −→ I(hk+1,l) −→ OX −→ OX/I(hk+1,l) −→ 0 sehen
wir, dass
Hq(X,OX((α+ 1)KX + βL)⊗OX/I(hk+1,l)) = 0 fu¨r q ≥ 1 und β ≥ bk.
Damit ist
P (β) = χ(X,OX((α+ 1)KX + βL)⊗OX/I(hk+1,l))
= h0(X,OX((α+ 1)KX + βL)⊗OX/I(hk+1,l)) ≥ 0 fu¨r β ≥ bk.
Außerdem besitzt jeder Schnitt von (α + 1)KX + βL auf V (I(hk+1,l)) wegen des
Verschwindens der H1-Gruppe eine Fortsetzung auf X. Um also den fu¨r hk,l+1
notwendigen Schnitt σl+1, welcher auf V (I(hk+1,l)) nicht verschwindet, zu erhalten,
muss P (β) ≥ 1 sein. Nach Lemma 6.1.2a) existiert ein βl+1 ∈ [bk, bk + n], da
0 ≤ degP = d = dimV (I(hk+1,l)) ≤ n ist, und damit existiert auch der Schnitt
σl+1. Wir setzen
bk+1 =
⌊
α
α+ 1
(bk + n)
⌋
+ 1,
damit bk+n < α+1α bk+1 und somit βl+1 <
α+1
α bk+1. Unabha¨ngig von der Wahl von
b1 bricht die Folge (bk)k∈N bei bk0 = α(n+1)+1 ab. Nun erhalten wir die gesuchte
positive Metrik hα auf αKX + (α(n+ 1) + 1)L mit dimV (I(hα)) = 0.

Satz 6.1.4 (Demailly, [Dem94, Dem96])
Sei X eine projektive Mannigfaltigkeit der Dimension n, L ein amples Geradenbu¨ndel. Seien
x1, ..., xp ∈ X und s1, ..., sp ∈ N. Dann ist fu¨r β ≥ 2 +
∑p
j=1
(
3n+2sj−1
n
)
die Abbildung
H0(X, 2KX + βL) −→
p⊕
j=1
OX(2KX + βL)xj ⊗OX,xj/msj+1X,xj
surjektiv.
Insbesondere ist fu¨r β ≥ 2 + (3n+1n ) das Geradenbu¨ndel 2KX + βL sehr ample.
Man kann in beiden Sa¨tzen natu¨rlich ein weiteres Geradenbu¨ndel G, welches nef ist, hinzu-
addieren, ohne dass sich die Satzaussagen a¨ndern.
42
KAPITEL 6. EFFEKTIVE RESULTATE
Beweis:
Wir gehen analog zum Beweis von Satz 6.1.3 vor. Diesmal wa¨hlen wir aber α = 1 und fordern
zusa¨tzlich, dass ordxj (σi) ≥ 2(n+ sj), damit die fu¨r Korollar 3.3.3 beno¨tigten hohen Lelong-
Zahlen in den xj erreicht werden.
Wir beobachten, dass der Rang des s-Jet-Bu¨ndels
(
n+s
n
)
ist. Also hat der Raum
⊕p
j=1OX(2KX+
βL)xj ⊗OX,xj/msj+1X,xj die Dimension
δ =
p∑
j=1
(
3n+ 2sj − 1
n
)
.
Fu¨r den Induktionsanfang k = 1 setzen wir b1 = δ+ 2. Nach Satz 6.1.3 ist KX + (n+ 1)L nef,
und da b1 > n+ 1, ist KX + b1L ample, also
Hq(X, 2KX + βL) = 0 fu¨r q ≥ 1, β ≥ b1.
Analog zu dem vorherigen Beweis setzen wir
bk+1 =
⌊
1
2
(bk + δ + 1)
⌋
+ 1.
Dann ist bk = δ + 2 fu¨r alle k ∈ N.
Fu¨r den Induktionsschritt l 7→ l+1, also fu¨r die Existenz eines Schnitts σl+1 mit den gewu¨nsch-
ten Nullstellenordnungen und der Nicht-Trivialita¨t auf V (I(hk,l)), benutzen wir wiederum das
Lemma 6.1.2, diesmal Aussage c). Da δ+1 ≥ (3n−1n )+1 ≥ 2n2, existiert ein β ∈ [bk, bk+δ+1],
so dass P (β) ≥ δ + 1.

Korollar 6.1.5
Sei X eine kompakte projektive Mannigfaltigkeit der Dimension n. Sei L ein amples und G
ein nef Geradenbu¨ndel auf X.
Dann gilt:
H0(X, 2KX + βL+G) ist basispunktfrei fu¨r β ≥ 2 +
(
3n−1
n
)
.
Korollar 6.1.6
Sei X eine kompakte projektive Mannigfaltigkeit der Dimension n. Sei L ein amples und G
ein nef Geradenbu¨ndel auf X.
Dann gilt:
2KX + βL+G bettet X in den projektiven Raum PN fu¨r β ≥ 2 +
(
3n+1
n
)
ein.
6.2 Effektive Jet-Erzeugung auf quasi-projektiven Mannigfal-
tigkeiten
Wir wollen die Beweistechnik des vorherigen Abschnitts an unsere Situation adaptieren. Pro-
blematisch ist hierbei der Induktionsanfang, da wir keinen Satz wie 6.1.3 zur Verfu¨gung haben.
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Aus Satz 5.2.5 erhalten wir zur Erzeugung der Jets ein Vielfaches des kanonischen Bu¨ndels.
Diese Vielfachheit ha¨ngt von der geforderten Jet-Ordnung ab. Die Idee besteht nun darin,
dass wir Demaillys Beweismethode einmal an den Induktionsanfang und einmal an den In-
duktionsschritt anpassen.
Wir zeigen also zuna¨chst den folgenden Satz, welcher zwar keine effektive Aussage zur Viel-
fachheit der Geradenbu¨ndel liefert, jedoch eine Abscha¨tzung zwischen der Vielfachheit des
kanonischen und des vorgegebenen Geradenbu¨ndels herstellt.
Satz 6.2.1
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X der Dimension n
und D := X\X ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen. Sei L ein Geradenbu¨ndel auf X,
welches singula¨r positiv modulo Rand ist. Seien weiterhin x1, ..., xp ∈ X und s1, ..., sp ∈ N0.
Dann existiert ein α ∈ N, so dass H0(X,α(KX + βL)) fu¨r alle β ≥ pn2 + (p + 1)n + 2 die
sj-Jets in den Punkten x1, ..., xp erzeugt.
Beweis:
Seien s1, ..., sp ∈ N0 gegeben. Indem wir Satz 5.2.5 verallgemeinern, erhalten wir die Jet-
Erzeugung in endlich vielen Punkten. Es existieren also α, β ∈ N, so dass H0(X,α(KX +βL))
die sj-Jets in beliebigen Punkten x1, ..., xp ∈ X erzeugt. Seien nun x1, ..., xp ∈ X fest.
Wir konstruieren eine Folge von Metriken hk auf αKX+bkL, so dass die Lelong-Zahl ν(hk, xj) >
1 und x1, ..., xp isolierte Punkte in V (I(hk)) sind. (bk)k∈N ist dabei eine rekursiv definierte ab-
steigende Folge, welche stationa¨r wird. Durch U¨bergang zu einem Vielfachen des zusammenge-
setzten Geradenbu¨ndels erhalten wir auf diesem eine Metrik mit genu¨gend hoher Lelong-Zahl,
so dass sich damit die Behauptung ergibt.
Behauptung: Es existiert eine solche Folge (bk)k∈N und die zugeho¨rige Folge von Metriken
(hk)k∈N.
Beweis durch Induktion u¨ber k:
IA: k = 1
Die Existenz von h1 folgt aus Satz 5.2.5, da dieser die Existenz von α und β zeigt,
so dass H0(X,α(KX + βL)) die n + 1-Jets in den Punkten x1, ..., xp erzeugt. Aus den
Schnitten ko¨nnen wir nun die gewu¨nschte Metrik mit entsprechend hoher Lelong-Zahl
in den vorgegebenen Punkten konstruieren, d.h. b1 = αβ.
IS: k 7→ k + 1
Wir konstruieren eine Folge von Metriken hk+1,l, welche fu¨r l groß genug stationa¨r wird,
und nehmen den Grenzwert als neue Metrik hk+1. Sei µ ∈ N so gewa¨hlt, dass H0(X,µL)
eine Einbettung von X definiert. Solch ein µ existiert nach dem Einbettungssatz 5.2.6
von Schumacher und Tsuji. Sei λ0, ..., λN eine Basis von H0(X,µL). Wir wollen hk+1,l
auf αKX + bk+1L wie folgt definieren:
hk+1,l :=
 N∑
j=0
l∑
i=1
|σαµi λ(α+1)bk+1−αβij |2
− 1(α+1)µ ,
wobei σi ∈ H0(X,OX((α + 1)KX + βiL) ⊗ I(hti)), βi < α+1α bk mit ordxj (σi) ≥ 2
und I(hk+1,l) ( I(hk+1,l+1), ti ∈ N geeignet gewa¨hlt ist. Die so konstruierte singula¨re
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Metrik hk+1,l ist positiv (im Sinne von Stro¨men). Zu zeigen ist also die Existenz der
entsprechenden σi, welche durch Induktion u¨ber l bewiesen wird.
IA: l = 0
Indem wir hk+1,0 =∞ setzen, sind die Voraussetzungen erfu¨llt.
IS: l 7→ l + 1
Nach Induktionsvoraussetzung existieren die Metriken hk und hk+1,l. Um hk+1,l+1
zu konstruieren, mu¨ssen wir einen geeigneten Schnitt σl+1 finden. Wenden wir
Nadels Verschwindungssatz auf αKX + βL = (αKX + bkL) + (β − bk)L und die
zugeho¨riger Metrik hkhβ−bk an, so erhalten wir:
Hq(X,OX((α+ 1)KX + βL)⊗I(hkhβ−bk)) = 0 fu¨r alle q ≥ 1 und fu¨r alle β ≥ bk.
Es ist I(hβ−bk)|X = OX . Da hk nur isolierte Singularita¨ten auf X hat und hβ−bk auf
X verschwindende Lelong-Zahlen besitzt, hat der Quotient I(hβ−bk)/I(hkhβ−bk)
auf X einen 0-dimensionalen Tra¨ger. Betrachten wir die exakte Sequenz
0→ I(hkhβ−bk)→ I(hβ−bk)→ I(hβ−bk)/I(hk)→ 0,
so gilt dann
Hq(X,OX((α+ 1)KX + βL)⊗ I(hβ−bk)) = 0 fu¨r alle q ≥ 1 und fu¨r alle β ≥ bk.
Es ergibt sich mit Hilfe der gleichen exakten Sequenz, nun aber fu¨r hk+1,l,
0→ I(hk+1,lhβ−bk+1)→ I(hβ−bk+1)→ I(hβ−bk+1)/I(hk+1,l)→ 0,
dass
Hq(X,OX((α+1)KX+βL)⊗I(hβ−bk+1)/I(hk+1,l)) = 0 fu¨r alle q ≥ 1 und β ≥ bk.
Damit ist
P (β) = χ(X,OX((α+ 1)KX + βL)⊗ I(hβ−bk+1)/I(hk+1,l))
= h0(X,OX((α+ 1)KX + βL)⊗ I(hβ−bk+1)/I(hk+1,l)) ≥ 0 fu¨r β ≥ bk.
Sei
δ :=
p∑
j=1
(
n+ 2− 1
n
)
= p(n+ 1),
was gerade der Dimension von
p⊕
j=1
J2−1xj entspricht. Dabei ist p die Anzahl der
vorgegebenen Punkte xj .
Nach Lemma 6.1.2 existiert ein β ∈ [bk, bk + n(δ + 1)] mit P (β) ≥ δ + 1. Damit
existiert also ein Schnitt σl+1 ∈ H0(X,OX((α + 1)KX + βL) ⊗ I(ht)) fu¨r ein
geeignetes t mit nicht-trivialer Einschra¨nkung auf V (I(hk+1,l)) und ordxj (σl+1) ≥
2 nach Wahl der Jet-Dimension. Wir setzen
bk+1 =
⌊
α
α+ 1
(bk + n(δ + 1))
⌋
+ 1,
um zu gewa¨hrleisten, dass βl+1 = β < α+1α bk + 1 und die Metrik hk+1,l+1 positiv
ist.
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Die Folge der bk wird bei α(n(δ+1)+1)+1 = α(pn2 +(p+1)n+1)+1 stationa¨r, unabha¨ngig
vom gewa¨hlten b1. Damit haben wir eine positive singula¨re Metrik h˜ auf αKX + (α(pn
2 +
(p + 1)n + 1) + 1)L mit dimV (I(h˜)) ∩ X = 0, ν(h˜, xj) ≥ 2 αα+1 > 1 fu¨r j = 1, ..., p und
ν(h˜, y) = 0 fu¨r y ∈ U(xj), da nach Konstruktion die Wachstumsordnung in der Na¨he der xj
explizit gegeben ist.
Sei s := max sj und α˜ := (n + s)α + 1. Dann hat die Metrik h˜n+s auf (α˜ − 1)KX + (n +
s)(α(pn2 + (p+ 1)n+ 1) + 1)L die beno¨tigten Lelong-Zahlen. Nun ist
(n+ s)(α(p(n+ 1) + 2) + 1) = α˜ (n+s)(α(pn
2+(p+1)n+1)+1)
(n+s)α+1
≤ α˜( (n+s)α(pn2+(p+1)n+1)(n+s)α+1 + 1)
≤ α˜( (n+s)α(pn2+(p+1)n+1)(n+s)α + 1)
≤ α˜(pn2 + (p+ 1)n+ 2).
Damit existiert ein r ∈ N, so dass h˜n+shr eine singula¨re Metrik auf (α˜ − 1)KX + α˜(pn2 +
(p + 1)n + 2)L mit geeigneten hohen Lelong-Zahlen in den isolierten Punkten x1, ..., xp ist.
Mit dem Korollar 3.3.3 folgt nun die Behauptung.

Wir ko¨nnen sofort ein einfaches Korollar zur Erhaltung der singula¨ren Positivita¨t bei Ad-
junktion des kanonischen Bu¨ndels folgern. Dieses Korollar ermo¨glicht uns, die Vielfachheit
des kanonischen Bu¨ndels bei der Jet-Erzeugung zu kontrollieren, wie die darauf folgenden
Sa¨tze zeigen werden.
Korollar 6.2.2
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X der Dimension n
und D := X\X ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen. Sei L ein Geradenbu¨ndel auf X,
welches singula¨r positiv modulo Rand ist.
Dann ist KX + βL singula¨r positiv modulo Rand fu¨r β ≥ n+ 4.
Beweis:
Nach dem vorhergehenden Satz existiert ein α ∈ N, so dass H0(X,α(KX+βL)) global erzeugt
modulo Rand fu¨r β ≥ n+ 4 ist. Sei σ1, ..., σp eine Basis von H0(X,α(KX + βL)). Nun ist
h0 =
(
p∑
i=1
|σi|2
)− 1
α
eine auf X positive singula¨re Metrik auf KX + βL mit ν(h0, x) = 0 fu¨r alle x ∈ X.

Der folgende Satz ist effektiv bezu¨glich des Faktors vor dem kanonischen Bu¨ndel. Damit
ko¨nnen wir das effektive Resultat des Hauptsatzes dieser Arbeit beweisen, d.h. sowohl den
Faktor vor dem kanonischen Bu¨ndel als auch den Faktor vor dem Geradenbu¨ndel L, welches
singula¨r positiv modulo Rand ist, angeben.
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Satz 6.2.3
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X der Dimension n
und D := X\X ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen. Sei L ein Geradenbu¨ndel auf X,
welches singula¨r positiv modulo Rand ist. Seien s1, ..., sp ∈ N0 gegeben.
Dann existiert ein β0 ∈ N, so dass H0(X, (n+ 1)KX + βL) die sj-Jets in beliebigen Punkten
x1, ..., xp ∈ X fu¨r alle β ≥ β0 erzeugt.
Beweis:
Da L singula¨r positiv modulo Rand ist, existiert eine singula¨re Metrik h auf L u¨ber X, welche
positiv auf X ist und deren Lelong-Zahlen auf X verschwinden.
Wir konstruieren eine Folge von positiven singula¨ren Metriken hl auf lKX+βlL fu¨r l = 0, ..., n.
IA: l = 0
Setze h0 =∞ als Metrik auf L.
IS: l 7→ l + 1
Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine positive singula¨re Metrik hl auf lKX +βlL.
Nach Korollar 6.2.2 ist αKX + βL singula¨r positiv modulo Rand fu¨r alle α und fu¨r
geeignetes β = β(α). Nach Nadels Verschwindungssatz ist
Hq(X,OX((l + 1)KX + βL)⊗ I(hlht)) = 0 fu¨r alle q ≥ 1 und geeignetes t,
und ebenso
Hq(X,OX((l + 1)KX + βL)⊗ I(ht)) = 0 fu¨r alle q ≥ 1 und entsprechendem t.
Nun folgt mit der kurzen exakten Sequenz 0 → I(hlht) → I(ht) → I(ht)/I(hl) → 0
auch
Hq(X,OX((l + 1)KX + βL)⊗ I(ht)/I(hl)) = 0 fu¨r alle q ≥ 1.
Also ist
P (β) = χ(X,OX((l + 1)KX + βL)⊗ I(ht)/I(hl))
= h0(X,OX((l + 1)KX + βL)⊗ I(ht)/I(hl)) ≥ 0 fu¨r β ≥ βl.
Da nach Riemann-Roch P (β) wa¨chst, existiert ein β := βl+1, so dass P (β) ≥ δ + 1,
wobei δ wieder die Dimension des Raums der sj-Jets in den Punkten x1, ..., xp ist. Damit
existieren Schnitte σl+1,1, ..., σl+1,rl+1 ∈ H0(X, (l + 1)KX + βL) mit ordxj (σl+1,rl+1) ≥
n+ sj und nicht-trivialer Einschra¨nkung auf V (I(hl)).
hl+1 := (
l+1∑
i=1
ri∑
k=1
|σi,k|2)−1
ist eine positive singula¨re Metrik auf (l+1)KX+βL und dimV (I(hl+1)) < dimV (I(hl)).
Damit haben wir auf nKX+βnL eine positive singula¨re Metrik hn konstruiert mit ν(hn, xj) ≥
n + sj und ν(hn, y) = 0 fu¨r y ∈ U(xj). Nach dem Korollar zu Nadels Verschwindungs-
satz 3.3.3 werden nun die sj-Jets in beliebig vorgegebenen Punkten x1, ..., xp ∈ X von
H0(X, (n+ 1)KX + βnL) erzeugt.

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Korollar 6.2.4
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X der Dimension n
und D := X\X ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen. Sei L ein Geradenbu¨ndel auf X,
welches singula¨r positiv modulo Rand ist. Seien s1, ..., sp ∈ N0 gegeben.
Dann existiert ein β, so dass H0(X, 2KX+βL) die sj-Jets in beliebigen Punkten x1, ..., xp ∈ X
erzeugt.
Beweis:
Nach Satz 6.2.3 existiert ein β0 ∈ N, so dass fu¨r alle β ≥ β0 die Gruppe der Schnitte
H0(X, (n + 1)KX + βL) die (n + 1)(n + sj)-Jets in den Punkten x1, ..., xp ∈ X erzeugt.
Wir wa¨hlen als β ein Vielfaches von n + 1, welches gro¨ßer als das β0 ist. Aus den Schnitten
ko¨nnen wir nun eine positive singula¨re Metrik h auf KX + βn+1L konstruieren, so dass die
Lelong-Zahlen ν(h, xj) ≥ n + sj sind und xj isoliert in E1(h) ist. Nach dem Korollar von
Nadels Verschwindungssatz folgt dann die Behauptung.

Wie oben beschrieben, wenden wir nun das Beweisverfahren noch einmal an. Wir ko¨nnen
aber eine sta¨rkere Induktionsannahme mit Hilfe des gerade gezeigten Satzes treffen. Damit
erreichen wir unseren Hauptsatz, na¨mlich eine effektive Aussage zur Jet-Erzeugung auf einer
Zariski-offenen Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit durch ein doppelt-adjungiertes
Geradenbu¨ndel L, welches singula¨r positiv modulo Rand ist. Zu bemerken ist, dass wir im Be-
weis nicht ohne Einschra¨nkung L als sehr ample modulo Rand annehmen, sondern tatsa¨chlich
nur die singula¨re Positivita¨t modulo Rand fordern, und ein echtes effektives Resultat erhalten.
Hauptsatz 6.2.5
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X der Dimension n
und D := X\X ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen. Sei L ein Geradenbu¨ndel auf X,
welches singula¨r positiv modulo Rand ist. Seien weiterhin x1, ..., xp ∈ X und s1, ..., sp ∈ N0
und β ≥ 2 +∑pj=1 (3n+2sj−1n ).
Dann erzeugt H0(X, 2KX + βL) die sj-Jets in den Punkten x1, ..., xp.
Beweis:
Mit dem Korollar 6.2.4 sind wir nun in der Lage, den Beweis von Demaillys Satz 6.1.4 analog
auf unsere Situation anzuwenden.
Sei Φ|µL| : X ⇀ PN eine Einbettung von X fu¨r genu¨gend großes µ ∈ N, welche nach Satz
5.2.6 existiert. Seien λ0, ..., λN ∈ H0(X,µL) die zugeho¨rigen Schnitte.
Sei h die zu L geho¨rende, auf X positive Metrik, welche verschwindende Lelong-Zahlen in X
hat.
Wir wollen die folgenden positiven singula¨ren Metriken definieren:
hk,l :=
 N∑
j=0
l∑
i=1
|λ2bk−βij σµi |2
− 12µ ,
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wobei σi ∈ H0(X, 2KX + βiL), βi < 2bk, ordxj (σi) ≥ 2(n + sj) und I(hk,l) ⊂ I(hk,l+1) sind,
sofern dimV (I(hk,l)) ∩X > 0 ist.
Wir zeigen die Existenz mittels doppelter Induktion.
IA: k = 1
Nach Korollar 6.2.4 existiert ein b1, so dass 2KX + (b1 − 1)L die Jets der Ordnung
2(n+max sj) in den Punkten x1, ..., xp ∈ X erzeugt. Dann ko¨nnen die Schnitte σ1, ..., σl
mit β1 = ... = βl = b1 − 1 gewa¨hlt werden.
IS: k 7→ k + 1
Wir zeigen den Induktionsschritt wiederum per Induktion, diesmal u¨ber l.
IA: l = 0
Wir setzen wiederum hk+1,0 =∞.
IS: l 7→ l + 1
Nach Induktionsvoraussetzung existieren die Metriken hk und hk+1,l schon. Wir
zeigen die Existenz des Schnitts σl+1, um die Metrik hk+1,l+1 zu konstruieren.
Nach dem Verschwindungssatz von Nadel gilt:
Hq(X,OX(2KX + βL)⊗ I(hkhβ−bk)) = 0 fu¨r alle q ≥ 1, β ≥ bk.
Analog gilt:
Hq(X,OX(2KX + βL)⊗ I(hk+1,lhβ−bk+1)) = 0 fu¨r alle q ≥ 1, β ≥ bk+1.
Mit der kurzen exakten Sequenz
0→ I(hk+1,lht)→ I(ht)→ I(ht)/I(hk+1,l)→ 0
ergibt sich fu¨r geeignetes t ∈ N
Hq(X,OX(2KX + βL)⊗ I(ht)/I(hk+1,l)) = 0 fu¨r alle q ≥ 1, β ≥ bk.
Insbesondere la¨ßt sich damit jeder Schnitt von 2KX + βL von V (I(hk+1,l)) auf X
fortsetzen. Sei
δ :=
p∑
j=1
(
3n+ 2sj − 1
n
)
≥
(
3n− 1
n
)
≥ 2n2 − 1 fu¨r n ≥ 2,
welches genau der Dimension von
⊕p
j=1 J
2(n+sj)−1
xj entspricht. Nun ist nach dem
Satz von Riemann-Roch 6.1.1
h0(X,OX(2KX + βL)⊗ I(ht)/I(hk+1,l))
= χ(X,OX(2KX + βL)⊗ I(ht)/I(hk+1,l)) = P (β) ≥ 0 fu¨r β ≥ bk
ein numerisches Polynom vom Grad d ≤ n. Nach Lemma 6.1.2 c) existiert al-
so ein βl+1 ∈ [bk, bk + δ + 1], so dass P (βl+1) ≥ δ + 1 und somit ein Schnitt
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σl+1 ∈ H0(X,OX(2KX + βl+1L) ⊗ I(ht)) mit nicht-trivialer Einschra¨nkung auf
V (I(hk+1,l)) und ordxj (σl+1) ≥ 2(n+ sj) existiert. Indem wir
bk+1 :=
⌊
1
2
(bk + δ + 1)
⌋
+ 1
setzen, ist die Voraussetzung βl+1 < 2bk+1 erfu¨llt.
Die Folge der bk wird bei δ+2 stationa¨r, unabha¨ngig vom gewa¨hlten b1. Damit haben wir eine
positive singula¨re Metrik h˜ auf KX + (δ+ 2)L mit dimV (I(h˜))∩X = 0 und ν(h˜, xj) ≥ n+ sj
fu¨r j = 1, ..., p konstruiert. Mit dem Korollar 3.3.3 folgt nun die Behauptung.

Es schließen sich zwei Korollare an, die sich sofort durch geeignete Wahl der Parameter
aus dem Hauptsatz ergeben. Im na¨chsten Kapitel betrachten wir uns noch einige einfache
Beispiele, in denen spezielle Mannigfaltigkeiten vorliegen.
Korollar 6.2.6
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X. Seien L und G
Geradenbu¨ndel auf X, welche singula¨r positiv modulo Rand sind.
Dann ist 2KX + βL+G fu¨r β ≥ 2 +
(
3n−1
n
)
global erzeugt modulo Rand.
Korollar 6.2.7
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X. Seien L und G
Geradenbu¨ndel auf X, welche singula¨r positiv modulo Rand sind.
Dann ist 2KX + βL+G fu¨r β ≥ 2 +
(
3n+1
n
)
sehr ample modulo Rand.
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Anwendungen
In diesem Kapitel sind einige elementare Beispiele zusammengestellt, die sich als Anwendung
der Sa¨tze aus dem vorherigen Kapitel ergeben. Außerdem ko¨nnen wir mit Methoden von
Demailly statt der Vielfachheit des Geradenbu¨ndels L auch eine Bedingung an das Schnitt-
verhalten von L mit jeder Untervarieta¨t von X stellen, so dass dann 2KX + L die Jets in
beliebigen Punkten simultan erzeugt.
7.1 Kompakte Mannigfaltigkeiten
Wir betrachten zuerst die bisher bekannten Fa¨lle, in denen X kompakt ist. Sofort ergeben
sich folgende Korollare.
Korollar 7.1.1
Sei X eine projektive Mannigfaltigkeit der Dimension n mit KX ample. Dann ist mKX sehr
ample fu¨r m ≥ (3n+1n )+ 4.
Korollar 7.1.2
Sei X eine Fano-Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann ist −mKX sehr ample fu¨r m ≥(
3n+1
n
)
.
Fu¨r niedrige Dimensionen ergibt sich aus Demaillys Satz 6.1.4 fu¨r ein amples Geradenbu¨ndel
L die unten stehende Tabelle.
n nef semiample global erzeugt punktetrennend sehr ample
2 KX + 3L KX + 3L 2KX + 12L 2KX + 22L 2KX + 23L
3 KX + 4L KX + 4L 2KX + 58L 2KX + 114L 2KX + 122L
4 KX + 5L KX + 5L 2KX + 332L 2KX + 662L 2KX + 717L
5 KX + 6L KX + 6L 2KX + 2004L 2KX + 4006L 2KX + 4370L
Korollar 7.1.3
Sei X eine projektive Mannigfaltigkeit der Dimension n, L ein amples und G ein nef Gera-
denbu¨ndel auf X. Dann ist m(KX + (n+ 2)L) +G sehr ample fu¨r m ≥
(
3n+1
n
)− 2n.
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Beweis:
Wir wenden Demaillys Satz 6.1.4 mit G′ := a(KX + (n + 1)L) + G an und wa¨hlen m =
a+ 2n+ 4 ≥ 2 + (3n+1n ).

Statt ein Vielfaches des Geradenbu¨ndels L zu betrachten, kann man auch Positivita¨ts-Be-
dingungen an das Schnittverhalten des Geradenbu¨ndels mit allen Untervarieta¨ten fordern.
Satz 7.1.4
Sei X eine projektive Mannigfaltigkeit der Dimension n, L ein amples und G ein nef Gera-
denbu¨ndel auf X. Seien x1, ..., xp ∈ X beliebig und s1, ..., sp ∈ N0. Fu¨r jedes d ∈ {1, ..., n}
und jede d-dimensionale algebraische Teilmenge Y ⊂ X gelte
Ld · Y > 2
d−1
bn/dcd
p∑
j=1
(
3n+ 2sj − 1
n
)
.
Dann erzeugt 2KX + (n+ 1)L+G die Jets der Ordnung s1, ..., sp in den Punkten x1, ..., xp.
Beweis:
Der Beweis verla¨uft analog zum Beweis von Satz 6.1.4. Wir setzen bk = n + 1 fu¨r alle k.
Nach Lemma 6.1.2 b) ist P (m) ≥ ad kd2d−1 fu¨r ein m ∈ [m0,m0 + kd]. Nach Lemma 6.1.1 ist
ad ≥ infdimY=d Ld ·Y . Fu¨r k = bnd c ist P (m) ≥ δ+1 fu¨r ein m ∈ [m0,m0 +kd] ⊂ [m0,m0 +n],
sofern (
inf
dimY=d
Ld · Y
) bnd cd
2d−1
> δ.
Dies ist gerade als Voraussetzung gegeben.

Lemma 7.1.5
Sei X eine projektive Mannigfaltigkeit der Dimension n, L ein amples Geradenbu¨ndel und
µ ∈ N, so dass µL die Jets der Ordnung µ(n+sj)+1 in beliebigen Punkten x1, ..., xp erzeugt.
Dann erzeugt KX + L die Jets der Ordnung sj in xj .
Satz 7.1.6
Sei X eine projektive Mannigfaltigkeit der Dimension n, L ein amples Geradenbu¨ndel, seien
x1, ..., xp ∈ X beliebige Punkte und s1, ..., sp ∈ N0. Fu¨r jedes d ∈ {1, ..., n} und jede d-
dimensionale algebraische Teilmenge Y ⊂ X gelte
Ld · Y > 2
d−1
bn/dcd
p∑
j=1
(
(n+ 1)(4n+ 2sj + 1)− 2
n
)
.
Dann erzeugt 2KX + L die Jets der Ordnung s1, ..., sp in den Punkten x1, ..., xp.
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7.2 Quasi-projektive Mannigfaltigkeiten
Stimmt das singula¨r positive Geradenbu¨ndel L mit dem kanonischen Bu¨ndel KX u¨berein,
ergibt sich sofort das folgende Korollar.
Korollar 7.2.1
Sei X eine Zariski-offene Teilmenge einer projektiven Mannigfaltigkeit X der Dimension n
und D := X\X ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen. Sei das kanonische Bu¨ndel KX
singula¨r positiv modulo Rand.
Dann gilt:
a) mKX ist fu¨r m ≥ 4 +
(
3n−1
n
)
global erzeugt modulo Rand.
b) mKX ist fu¨r m ≥ 4 +
(
3n+1
n
)
sehr ample modulo Rand.
Nun betrachten wir quasi-projektive Mannigfaltigkeiten, deren Kompaktifizierung eine spezi-
elle Eigenschaft hat, na¨mlich dass das negative kanonische Bu¨ndel ebenfalls singula¨r positiv
modulo Rand ist. Es genu¨gt sogar eine etwas schwa¨chere Bedingung, welche das folgende
Korollar liefert. Die Voraussetzungen sind zum Beispiel trivialerweise erfu¨llt, wenn X eine
Fano-Mannigfaltigkeit ist.
Korollar 7.2.2
Sei X ⊂ X eine Zariski-offene Teilmenge einer n-dimensionalen projektiven Mannigfaltigkeit
X mit D := X\X ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen. Seien L und G Geradenbu¨ndel
auf X, welche singula¨r positiv modulo Rand sind. Besitze −KX eine singula¨re Metrik hK , so
dass ν(hK , x) = 0 fu¨r alle x ∈ X und iΘhK ≥ 0.
Dann gilt:
a) KX +mL+G fu¨r m ≥ 2 +
(
3n−1
n
)
global erzeugt modulo Rand.
b) KX +mL+G fu¨r m ≥ 2 +
(
3n+1
n
)
sehr ample modulo Rand.
Beweis:
Wir wenden Korollar 6.2.6 bzw. 6.2.7 mit G′ = −KX +G an.

Dieselben U¨berlegungen wie im ersten Abschnitt dieses Kapitels fu¨hren zu Aussagen u¨ber
die Jet-Erzeugung von KX + L, indem wir Positivita¨t des Schnittverhaltens mit beliebigen
Untervarieta¨ten fordern.
Satz 7.2.3
Sei X ⊂ X eine Zariski-offene Teilmenge einer n-dimensionalen projektiven Mannigfaltigkeit
X mit D := X\X ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen. Seien L und G Geradenbu¨ndel
auf X, welche singula¨r positiv modulo Rand sind. Seien x1, ..., xp ∈ X beliebig und s1, ..., sp ∈
N0. Fu¨r jedes d ∈ {1, ..., n} und jede d-dimensionale algebraische Teilmenge Y ⊂ X gelte
Ld · Y > 2
d−1
bn/dcd
p∑
j=1
(
3n+ 2sj − 1
n
)
.
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Dann erzeugt 2KX + (n+ 1)L+G die Jets der Ordnung s1, ..., sp in den Punkten x1, ..., xp.
Lemma 7.2.4
Sei X ⊂ X eine Zariski-offene Teilmenge einer n-dimensionalen projektiven Mannigfaltigkeit
X mit D := X\X ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen. Sei L ein Geradenbu¨ndel und
µ ∈ N, so dass µL die Jets der Ordnung µ(n+sj)+1 in beliebigen Punkten x1, ..., xp erzeugt.
Dann erzeugt KX + L die Jets der Ordnung sj in xj .
Satz 7.2.5
Sei X ⊂ X eine Zariski-offene Teilmenge einer n-dimensionalen projektiven Mannigfaltigkeit
X mit D := X\X ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen. Sei L ein Geradenbu¨ndel auf
X, welches singula¨r positiv modulo Rand ist. Seien x1, ..., xp ∈ X beliebig und s1, ..., sp ∈ N0.
Fu¨r jedes d ∈ {1, ..., n} und jede d-dimensionale algebraische Teilmenge Y ⊂ X gelte
Ld · Y > 2
d−1
bn/dcd
p∑
j=1
(
(n+ 1)(4n+ 2sj + 1)− 2
n
)
.
Dann erzeugt 2KX + L die Jets der Ordnung s1, ..., sp in den Punkten x1, ..., xp.
54
Literaturverzeichnis
[AS95] U. Angehrn, Y.-T. Siu: Effective freeness and point separation for adjoint bundles,
Invent. math. 122 (1995), 291–308.
[AV65] A. Andreotti, E. Vesentini: Carleman estimates for the Laplace-Beltrami equation
on complex manifolds, Publ. Math. I.H.E.S. 25 (1965), 313–362.
[CD01] F. Campana, J.-P. Demailly: Cohomologie L2 sur les reveˆtements d’une varie´te´
complexe compacte, Ark. Math. 39 (2001), 263–282.
[Dem82] J.-P. Demailly: Sur les nombres de Lelong associe´s a` l’image directe d’un courant
positif ferme´, Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 32 (1982), 37–66.
[Dem85] J.-P. Demailly: Me´sures de Monge-Ampe`re et caracte´risation ge´ometrique des
varie´te´s alge´briques affines, Me´m. Soc. Math. de France 19 (1985), 1–124.
[Dem87] J.-P. Demailly: Nombres de Lelong ge´ne´ralise´s, the´ore`mes d’inte´gralite´ et
d’analyticite´, Acta Math. 159 (1987), 153–169.
[Dem92a] J.-P. Demailly: Singular Hermitian metrics on positive line bundles, in Complex
Algebraic Varieties (Bayreuth 1990), Lecture Notes in Math. 1507 (1992), 87–
104.
[Dem92b] J.-P. Demailly: Regularization of closed positive currents and intersection theory,
J. Algebraic Geom. 1 (1992), 361–409.
[Dem92c] J.-P. Demailly: Estimations L2 pour l’operateur ∂ d’un fibre´ vectoriel holomorphe
semi-positif au-dessus d’une varie´te´ ka¨hle´rienne comple`te, Ann. Sci. Ecole Norm.
Sup. 115 (1982), 457–511.
[Dem93] J.-P. Demailly: A numerical criterion for very ample line bundles, J. Differential
Geom. 37 (1993), 323–374.
[Dem94] J.-P. Demailly: L2 vanishing theorems for positive line bundles and adjunction
theory, CIME Session, Transcendental methods in algebraic geometry, Cetraro,
Italy (1994).
[Dem96] J.-P. Demailly: Effective bounds for very ample line bundles, Invent. Math. 124
(1996), 243–261.
[Dem07] J.-P. Demailly: Complex analytic and algebraic geometry, 2007
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/∼demailly/books.html
55
LITERATURVERZEICHNIS
[DF83] H. Donelly, C. Fefferman: L2-cohomology and index theorem for the Bergman
metric, Ann. of Math. 118 (1983), 593–618.
[EKL94] L. Ein, O. Ku¨chle, R. Lazarsfeld: Local positivity of ample line bundles, preprint
(1994), arXiv:alg-geom/9408003v1.
[EL93] L. Ein, R. Lazarsfeld: Global generation of pluricanonical and adjoint linear series
on smooth projective threefolds, J. Amer. Math. Soc. 6 (1993), 875–903.
[ELN96] L. Ein, R. Lazarsfeld, M. Nakamaye: Zero-estimates, intersection theory, and a
theorem of Demailly, Higher-dimensional complex varieties, de Gruyter, Berlin
(1996), 183–207.
[Fuj87] T. Fujita: On polarized manifolds whose adjoint bundles are not semipositive,
Algebraic Geometry, Sendai 1985, In Adv. Stud. in Pure Math., Vol. 10, North
Holland, 1987, 167–178.
[GL02] D. Grieser, M. Lesch: On the L2-Stokes theorem and Hodge theory for singular
algebraic varieties, Math. Nachr. 246/247 (2002), 68–82.
[GM95] C. Grant, P. Milman: Metrics for singular analytic spaces, Pac. J. of Math. 168,
No. 1 (1995), 61–156.
[GR56] H. Grauert, R. Remmert: Plurisubharmonische Funktionen in komplexen Ra¨u-
men, Math. Z. 65 (1956), 175–194.
[Hei02] G. Heier: Effective freeness of adjoint line bundles, Doc. Math. 7 (2002), 31–42.
[Hel97] S. Helmke: On Fujita’s conjecture, Duke Math. J. 88 (1997), 201–216.
[Hel99] S. Helmke: On global generation of adjoint linear systems, Math. Ann. 313 (1999),
635–652.
[Hor65] L. Ho¨rmander: L2 estimates and existence theorems for the ∂-operator, Acta
Math. 113 (1965), 89–152.
[Hor73] L. Ho¨rmander: An Introduction to Complex Analysis in Several Variables, 2nd
Edition, North-Holland/American Elsevier, 1973.
[JS93] S. Ji, B. Shiffman: Properties of compact complex manifolds carrying closed po-
sitive currents, J. Geom. Anal. 3 (1993), 37–61.
[Kaw84] Y. Kawamata: The cone of curves of algebraic varieties, Ann. of Math. 119 (1984),
603–633.
[Kaw97] Y. Kawamata: On Fujita’s freeness conjecture for 3-folds and 4-folds, Math. Ann.
308 (1997), 491–505.
[KO71] S. Kobayashi, T. Ochiai: Mappings into compact complex manifolds with negative
first Chern class, J. Math. Soc. Japan 23 (1971), 137–148.
[Kob84] R. Kobayashi: Ka¨hler-Einstein metric on an open algebraic manifold, Osaka J.
Math. 21 (1984), 399–418.
56
LITERATURVERZEICHNIS
[Kod54] K. Kodaira: On Ka¨hler varieties of restricted type (an intrinsic characterization
of algebraic varieties), Ann. of Math. 60 (1954), 28–48.
[Kol93] J. Kolla´r: Effective base point freeness, Math. Ann. 296 (1993), 595–605.
[Laz04] R. Lazarsfeld: Positivity in algebraic geometry, Springer, 2004.
[Lel57] P. Lelong: Inte´gration sur un ensemble analytique complexe, Bull. Soc. Math
France 85 (1957), 239–262.
[Lel69] P. Lelong: Plurisubharmonic functions and positive differential forms, Gordon
and Breach, New York, and Dunod, Paris, 1969.
[Mor82] S. Mori: Threefolds whose canonical bundles are not numerically effective, Ann.
of Math. 116 (1982), 133–176.
[Nad90] A. M. Nadel: Multiplier ideal sheaves and Ka¨hler-Einstein metrics of positive
scalar curvature, Ann. of Math. 132 (1990), 549–596.
[Ohs92] T. Ohsawa: On The L2 cohomology of complex spaces, Math. Z. 209 (1992),
519–530.
[OT87] T. Ohsawa, K. Takegoshi: On the extension of L2 holomorphic functions, Math.
Z. 195 (1987), 197–204.
[PS91] W. Pardon, M. Stern: L2-∂-Cohomology of complex projective varieties, J. Amer.
Math. Soc. 4 (1991), 603–621.
[Rei88] I. Reider: Vector bundles of rank 2 and linear systems on algebraic surfaces, Ann.
of Math. 127 (1988), 309–316.
[Sap85] L. Saper: L2-cohomology and intersection homology of certain algebraic varieties
with isolated singularities, Invent. Math. 82 (1985), 207–255.
[Sap92] L. Saper: L2-cohomology of Ka¨hler varieties with isolated singularities, J. Diff.
Geom. 36 (1992), 89–161.
[Siu74] Y.-T. Siu: Analyticity of sets associated to Lelong numbers and the extension of
closed positive currents, Invent. Math. 27 (1974), 53–156.
[Siu93] Y.-T. Siu: An effective Matsusaka big theorem, Ann. Inst. Fourier 43 (1993),
1387–1405.
[Siu95] Y.-T. Siu: Very ampleness criterion of double adjoints of ample line bundles, in
Modern methods in complex analysis (Princeton, NJ, 1995), 291–318.
[Siu96] Y.-T. Siu: Effective very ampleness, Invent. math. 124 (1996), 563–571.
[Siu02] Y.-T. Siu: A new bound for the effective Matsusaka big theorem, Houston J. of
Math 28, No. 2 (2002), 389–409.
[Som75] A. J. Sommese: Criteria for Quasi-Projectivity, Math. Ann. 217 (1975), 247–256.
57
LITERATURVERZEICHNIS
[Som76] A. J. Sommese: Addendum to Criteria for Quasi-Projectivity, Math. Ann. 221
(1976), 95–96.
[ST04] G. Schumacher, H. Tsuji: Quasi-projectivity of moduli spaces of polarized varie-
ties, Ann. of Math. 159 (2004), 597–639.
[Tak98] S. Takayama: Adjoint linear series on weakly 1-complete Ka¨hler manifolds I:
global projective embedding, Math. Ann. 311 (1998), 501–531.
[Tan04] S.-L. Tan: Effective Behavior on multiple linear systems, Asian J. Math. 8 Nr. 2
(2004), 287–304.
[Thi67] P. Thie: The Lelong number of a point of a complex analytic set, Math. Ann.
172 (1967), 269–312.
[Zuc79] S. Zucker: Hodge theory with degenerating coefficients, L2 cohomology in the
Poincare´ metric, Ann. of Math. 109 (1979), 415–476.
[Zuc82] S. Zucker: L2 cohomology of warped products and arithmetic groups, Invent.
Math. 70 (1982), 169–218.
58
Danksagung
Mein besonderer Dank gilt Professor Dr. Georg Schumacher fu¨r die Betreuung meiner Pro-
motion und den inspirierenden Aufenthalt in Oberwolfach.
Bei Professor Dr. Thomas Bauer bedanke ich mich herzlich fu¨r die U¨bernahme des Zweitgut-
achtens.
Danken mo¨chte ich auch Dr. Birte Streiter und Matthias Stemmler fu¨r die gru¨ndliche Durch-
sicht meiner Arbeit.
Christine Licht und meine Mutter haben mich geduldig durch alle Ho¨hen und Tiefen begleitet.
Vielen Dank.
59
Selbsta¨ndigkeitserkla¨rung
Ich versichere, dass ich meine Dissertation
Einbettung von quasi-projektiven Mannigfaltigkeiten und effektive Resultate
selbsta¨ndig, ohne unerlaubte Hilfe angefertigt und mich dabei keiner anderen als der von mir
ausdru¨cklich bezeichneten Quellen und Hilfen bedient habe.
Die Dissertation wurde in der jetzigen oder einer a¨hnlichen Form noch bei keiner anderen
Hochschule eingereicht und hat noch keinen sonstigen Pru¨fungszwecken gedient.
Marburg, 6. Oktober 2009
60
Lebenslauf
Perso¨nliche Daten
Name: Holger Aust
Geburtsdatum: 15. Juli 1980
Geburtsort: Berlin
Familienstand: ledig
Ausbildung
08/1990 – 06/1999 Otto-Ku¨hne-Schule in Bonn, Bad Godesberg
08/1999 – 07/2000 Zivildienst beim Diakonischen Werk Bonn
10/2000 – 09/2001 Studium der Informatik an der Friedrich-Wilhelms-Universita¨t Bonn
10/2001 – 09/2002 Studium der Informatik an der Philipps-Universita¨t Marburg
10/2002 Vordiplom Informatik mit Nebenfach BWL
10/2002 – 03/2006 Studium der Mathematik an der Philipps-Universita¨t Marburg
08/2004 – 03/2005 Auslandssemester an der Universita¨t Linko¨ping, Schweden
03/2006 Mathematik-Diplom
Seit 04/2006 Promotionsstudium im Bereich Geometrische Komplexe Analysis
an der Philipps-Universita¨t Marburg
Berufliche Ta¨tigkeit
Seit 04/2006 Wissenschaftlicher Mitarbeiter am Fachbereich Mathematik
und Informatik an der Philipps-Universita¨t Marburg
Marburg, 6. Oktober 2009
61
